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Δρα ΠΕΤΡΟΥ Μ. ΚΑΡΕΚΛΑ 
ΣΤΗΝ ΤΕΛΕΤΗ ΒΡΑΒΕΥΣΗΣ ΤΩΝ ΜΑΘΗΤΩΝ ΠΟΥ ΔΙΑΚΡΙΘΗΚΑΝ 

ΣΤΟΥΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 
ΠΟΥ ΔΙΟΡΓΑΝΩΝΕΙ Η ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

 
 
Αίθουσα Εκδηλώσεων Τράπεζας Κύπρου (Αγία Παρασκευή)  
Ιούνιος 2000 
 

Με ιδιαίτερη χαρά απευθύνω χαιρετισμό στην τελετή βράβευσης των μαθητών και 
μαθητριών που διακρίθηκαν στους διαγωνισμούς της Κυπριακής Μαθηματικής Εταιρείας. 
 

Η μέρα απονομής βραβείων σε μαθητές και μαθήτριες της Κύπρου αποτελεί ημέρα 
τιμής των γραμμάτων για τον τόπο μας. Το Υπουργείο Παιδείας και Πολιτισμού 
επιδίδοντας βραβεία αναγνωρίζει ταυτόχρονα την αξία της ποιότητας, της μάθησης και των 
υψηλών επιδόσεων για την πολιτιστική και εκπαιδευτική αναβάθμιση του τόπου μας. 
 

Τα Μαθηματικά συνιστούν βασικό μάθημα της ελληνικής παιδείας, το οποίο 
ανέβασαν σε περιωπή οι Πυθαγόρειοι, ο Αρχιμήδης, ο Αρίσταρχος και άλλοι. 
 

Οι αριθμοί, έλεγαν σι Πυθαγόρειοι, είναι η ουσία του Σύμπαντος. Η αναλογία των 
ημερών, των νυκτών και των εποχών και τόσων άλλων φυσικών φαινομένων συνιστά 
μαθηματική ακρίβεια. Έτσι, η Δημιουργία παρουσιάζεται ως αρχιτεκτονικό έργο πάνσοφου 
Γεωμέτρη Νου, για τον οποίο λέχθηκε ότι «αεί ο Θεός ο Μέγας  γεωμετρεί». 
 

Για τη διατύπωση των νόμων, που είναι το κύριο γνώρισμα και η αληθινή ουσία 
των Θετικών Επιστημών, είναι απαραίτητη η χρήση των Μαθηματικών. Όλοι οι νόμοι που 
διέπουν τα φυσικά φαινόμενα εκφράζονται με μαθηματικούς τύπους. Οι αλγεβρικές 
εξισώσεις, σι γεωμετρικές καμπύλες, σι γραφικές παραστάσεις, σι αριθμητικές σχέσεις, σι 
συναρτήσεις και τα ολοκληρώματα είναι οι διάφοροι μαθηματικοί τρόποι, με τους οποίους 
εκφράζονται οι σχέσεις των φαινομένων. 
 

Γενικά κάθε θεωρία που ανάγεται στη σφαίρα των Θετικών Επιστημών 
διατυπώνεται με καθαρά μαθηματική μορφή, στηρίζεται στα Μαθηματικά και με αυτά 
εξηγείται και δικαιολογείται. Ο λόγος για τον οποίο τα Μαθηματικά είναι τόσο χρήσιμα 
στη διατύπωση των γενικών νόμων των Θετικών Επιστημών είναι το απόλυτο κύρος των 
μαθηματικών τύπων και η ασφαλής γνώση Που αυτά παρέχουν. 
 

Η Κυπριακή Μαθηματική Εταιρεία ενισχύει τις προσπάθειες του Υπουργείου 
Παιδείας και Πολιτισμού με την πολύτιμη και αφειδώλευτη προσφορά της στην 
καλλιέργεια των Μαθηματικών και αναπτύσσει ύψιστης σημασίας δραστηριότητες με 
διαγωνισμούς, εκδόσεις, διαλέξεις και Συνέδρια , όπως το επιτυχές Μεσογειακό Συνέδριο 
που έγινε με τη συνεργασία του Π.Ι. και η Ολυμπιάδα 
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Εκφράζω τα θερμά μου συγχαρητήρια στην ΚΥΜΕ για όλες τις εκδηλώσεις και 
δραστηριότητές της και ευχαριστώ ιδιαίτερα τους μαθηματικούς που προσφέρουν τις 
υπηρεσίες τους αφιλοκερδώς για την προώθηση των στόχων της ΚΥΜΕ. 
 
Σήμερα βραβεύονται μαθητές και μαθήτριες της Β΄ και Γ΄ Λυκείου που διακρίθηκαν σε 
επαρχιακούς και παγκύπριους διαγωνισμούς και όσοι πέτυχαν συμμετοχή στη Βαλκανική 
και Διεθνή Μαθηματική Ολυμπιάδα. 
 
Τελειώνοντας εκφράζω θερμές ευχαριστίες στον ευγενή χορηγό των διαγωνισμών, την 
Τράπεζα Κύπρου και συγχαίρω θερμά τους μαθητές και μαθήτριες που διακρίθηκαν. Τους 
εύχομαι κάθε πρόοδο και προκοπή στις περαιτέρω ευγενικές τους προσπάθειες. 
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ΧΑΙΡΕΤΙΣΜΟΣ ΤΟΥ ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΥ ΕΠΙΘΕΩΡΗΤΗ 
 ΛΑΡΝΑΚΑΣ – ΑΜΜΟΧΩΣΤΟΥ Π.Λ.Ε.  

Κ. ΠΑΝΑΓΙΩΤΗ ΜΑΤΣΗ ΚΑΤΑ ΤΗΝ ΤΕΛΕΤΗ ΒΡΑΒΕΥΣΗΣ  ΜΑΘΗΤΩΝ 
 

Ιούνιος 2000 
 
 Με την ευκαιρία της ωραίας αυτής εκδήλωσης της Κυπριακής Μαθηματικής 
Εταιρείας, που γίνεται για τη βράβευση των μαθητών που διακρίθηκαν στους 
διαγωνισμούς μαθηματικών της φετινής σχολικής χρονιάς, απευθύνω σ’ όλους σας 
θερμότατο χαιρετισμό αγάπης και εκτίμησης. 

Ο Παγκύπριος Διαγωνισμός Μαθηματικών A΄ Τάξης Λυκείων “Πετράκης 
Γιάλλουρος”, καθώς και ο αντίστοιχος επαρχιακός διαγωνισμός Μαθηματικών για τις B΄ 
και Γ΄ τάξεις Λυκείων Λάρνακας–Αμμοχώστου “Πετράκης Κυπριανού”, έχουν γίνει πια 
θεσμός. 

Όπως είναι γνωστό, τα μαθηματικά, από τα πανάρχαια χρόνια αποτελούν το βασικό 
άξονα της Ελληνικής Κλασσικής Παιδείας. Η μαθηματική γλώσσα αποτελεί ένα ιδιαίτερο 
μέσο για την έκφραση των νόμων της φύσης, και διακρίνεται ιδιαίτερα για την ακρίβεια 
και τη σαφήνειά της. 
Τα μαθηματικά έπαιξαν και παίζουν σημαντικό ρόλο στην κοινωνική αγωγή γιατί 
συνδυάζουν τον ιδεολογισμό και τον πραγματισμό, καλλιεργούν και επεκτείνουν την 
κριτική σκέψη των νέων μας, και προάγουν την αρετή. 
Ο λόγος για τον οποίο τα μαθηματικά είναι τόσο χρήσιμα στη διατύπωση των νόμων των 
θετικών επιστημών είναι το απόλυτο κύρος των μαθηματικών τύπων και η ασφαλής γνώση 
που παρέχουν. Γι’ αυτό, πιστεύω απόλυτα πως μέσα από τους διαγνωστικούς αυτούς 
μαθηματικούς διαγωνισμούς, ενθαρρύνεται και προωθείται σημαντικά η ανέλιξη των 
μαθητών μας που έχουν ιδιαίτερη κλίση στα μαθηματικά. Τους δίδεται η ευκαιρία να 
καλλιεργήσουν και να αναπτύξουν τις απαραίτητες γνώσεις και δεξιότητες ώστε να είναι 
σε θέση να λάβουν μέρος και στους διεθνείς διαγωνισμούς. 
 Το Υπουργείο Παιδείας και Πολιτισμού, δίνει ιδιαίτερη σημασία στα μαθηματικά, και 
επιδίωξή μας είναι η αναβάθμιση και ο εκσυγχρονισμός του μαθήματος σ’ όλες τις 
βαθμίδες της εκπαίδευσης. 
Αυτός είναι και ο λόγος που ενθαρρύνουμε τους διάφορους διαγωνισμούς που 
διοργανώνονται από την Κυπριακή Μαθηματική Εταιρεία, καθώς και τους διεθνείς, 
“Μαθηματική Ολυμπιάδα” και “Βαλκανιάδα”. 
 Συγχαίρω θερμά τους διοργανωτές της όλης προσπάθειας και εκδήλωσης αυτής, καθώς 
και το Κυπριακό Διυλιστήριο Πετρελαίου για την αθλοθετήσει του διαγωνισμού. 
Ιδιαίτερα όμως συγχαίρω τα παιδιά που ανταποκρίθηκαν και διακρίθηκαν σ’ αυτούς τους 
διαγωνισμούς, καθώς επίσης τους καθηγητές και τους γονείς τους. Εύχομαι σ’ όλους σας 
κάθε ευτυχία για τις μέρες που μας έρχονται. 
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ΔΥΝΑΤΟΤΗΤΕΣ ΑΝΤΙΜΕΤΩΠΙΣΗΣ ΑΣΚΗΣΕΩΝ 

Γιάννης Στρατήγης  
Μαθηματικός  
ΤΡΙΠΟΛΗ 

 Το κυριότερο γνώρισμα της διδασκαλίας των Μαθηματικών είναι η επίλυση 
προβλημάτων για την εξάσκηση των μαθητών στη μεθοδική λύση καθημερινών 
ζητημάτων που μπορούν να τα δουν και με διαφορετική οπτική γωνιά. Η διαδικασία 
που ακολουθούμε είναι η σταδιακή κατεύθυνση στο επιθυμητό αποτέλεσμα με 
συστηματική ανάλυση των δεδομένων Η μαθησιακή προσέγγιση πολλές φορές γίνεται 
με την ευχέρεια που μας διακρίνει στην επιλογή χρήσης θεωρημάτων που έχουμε 
επαρκώς εμβαθύνει.  
 Παρουσιάζουμε από όλο το φάσμα της ύλης από μια άσκηση Άλγεβρας με έξι 
τρόπους , Τριγωνομετρίας με πέντε τρόπους και Γεωμετρία με εννέα τρόπους λύσης, 
που έχουν τον ίδιο προορισμό για κατανόηση της δυναμικότητας χρήσης των 
Μαθηματικών εργαλείων. Η επιλογή θετικών στοιχείων σας ανήκει.  
 
1η ΑΣΚΗΣΗ (6 τρόποι – ΑΛΓΕΒΡΑ) 

 Αποδείξατε ότι: ( )( )( ) 8 , , , 0α β β γ γ α αβγ α β γ+ + + ≥ ≥ .  
 
2η ΑΣΚΗΣΗ (5 τρόποι – ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΑ) 

 Αν  ( )3 2 0ημα ημ α β= + ≠ , να δειχθεί ότι : ( ) 2εφ α β εφβ+ = . 

3η ΑΣΚΗΣΗ (9 τρόποι – ΓΕΩΜΕΤΡΙΑ) 

 Δίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ με κορυφή Α και ΒΔ ύψος του.  

Δείξατε ότι: 2 2 ·ΒΓ = ΑΓ ΓΔ  

1η ΑΣΚΗΣΗ 

1ος τρόπος     Ισχύει 2α β αβ+ ≥  γιατί ( )2
0α β− ≥ .  

   Όμοια 2 , 2β γ βγ γ α γα+ ≥ + ≥  οπότε   

  ( )( )( ) ( )( )( ) 2 2 22 2 2 8 8 .α β β γ γ α αβ βγ γα α β γ αβγ+ + + ≥ = =  

 
2ος τρόπος   Αρκεί να αποδείξουμε ότι ( )( )2 8αβ αγ β βγ γ α αβγ+ + + + ≥      

    ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 22 2 2 0αβ αβγ αγ βγ αβγ βα γα αβγ γβ− + + − + + − + ≥      

    ( ) ( ) ( )2 2 2 0α β γ β γ α γ α β− + − + − ≥ , που ισχύει.  

 
3ος τρόπος    Αρκεί να δειχθεί ότι ( )2 2 2 2 2 2 6 1αγ β γ βγ α β α γ β α αβγ+ + + + + ≥  

Αν 0αβγ =  η (1) αληθεύει ενώ αν 0αβγ ≠  έχουμε 6γ β γ α α β
β α α γ β γ
+ + + + + ≥  που  
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ισχύει καθόσον είναι  2γ β
β γ
+ ≥ ,  2β α

α β
+ ≥  και 2α γ

γ α
+ ≥  

4ος τρόπος  Αρκεί να δεχθεί ότι  2 2 2 2 2 2 2 8αγ β γ βγ α β α γ β α αβγ αβγ+ + + + + + ≥      

    
2 2 2 2 2 2

8
αγ β γ βγ α β α γ β α αβγ αβγ αβγ+ + + + + + +

≥  που ισχύει από την 

ανισότητα Cauchy εφόσον   
2 2 2 2 2 2

8
αγ β γ βγ α β α γ β α αβγ αβγ+ + + + + + +  > 

    ( )( )( )( )( )( )( )( )2 2 2 2 2 28 αγ β γ βγ α β α γ β α αβγ αβγ  

5ος τρόπος      Έχουμε ( )( )( )α β β γ γ α+ + +  =  ( )( )2αβ αγ β βγ γ α+ + + +    

                = ( )( ) ( ) ( )2αβ αγ βγ γ α β γ α β αβ αγ βγ+ + + + + ± + + = 

                = ( )( ) ( )1αβ βγ γα α β γ αβγ+ + + + −   

Αλλά είναι ( )( )( ) 2 2 23 333 , 3 3αβγ αβγ αβ βγ γα αβ βγ γα α β γ≥ + + ≥ =  οπότε    

                   ( ) ( )( )( ) ( )331 9 8α β β γ γ α αβγ αβγ αβγ⇔ + + + ≥ − = .  
 
6ος τρόπος   Επειδή η αποδεικτέα σχέση είναι συμμετρική ως προς α,β,γ υποθέτουμε 

π.χ.  α β γ≥ ≥ . Οπότε έχουμε α = γ + κ,  β = γ + λ,  κ,λ > 0 και αρκεί  

     (2γ + κ + λ)(2γ + λ) (2γ + κ) > 8γ (γ + κ)(γ + λ)    
 (2γ + κ + λ)(4γ² + 2γκ + 2γλ + κλ) > (8γ² + 8γκ) (γ + λ)    
 κ²λ +κλ² + 2γλ² + 2γκ² - 2γκλ > 0   κ²λ + κλ² + γλ² + γκ² + γ(κ–λ)² > 0 που ισχύει.   

 
 
2η ΑΣΚΗΣΗ 

1ος τρόπος 

Έχουμε 
( )
( )

( )
( )

2( 3 2
2 3

ημ α β συνβ ημ α β ημαεφ α β ημα ημα
εφβ συν α β ημβ ημ α β ημα ημα ημα

+ + ++ +
= = = =

+ + − −
     

             ( ) 2εφ α β εφβ+ =  
 

2ος τρόπος    Είναι 
( )2 3

1
ημ α β

ημα
+

=    
( )
( )

2 3 1
2 3 1

ημ α β ημα
ημ α β ημα

+ + +
=

+ − −
   

       
( )

( )
2

2
2
ημ α β συνβ
ημβ συν α β

+
=

+
    

( )
2

εφ α β
εφβ
+

=    ( ) 2εφ α β εφβ+ =  
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3ος τρόπος    Από την υπόθεση προκύπτουν οι σχέσεις:  

( )
( )

4 2

2 2

ημα ημ α β ημα

ημα ημ α β ημα

= + +⎧⎪
⎨

= + −⎪⎩
   

( )
( )

4 2

2 2

ημα ημ α β συνβ

ημα ημβσυν α β

= +⎧⎪
⎨

= +⎪⎩
     

          
( )

( )
2

ημ α β συνβ
ημβ συν α β

+
=

+
     

( )
2

εφ α β
εφβ
+

=     ( ) 2εφ α β εφβ+ =  

4ος τρόπος   Έχουμε ( )3 2ημα ημ α β= +    ( ) ( )3ημ α β β ημ α β β+ − = + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦   

  ( ) ( ) ( ) ( )3 3ημ α β συνβ συν α β ημβ ημ α β συνβ συν α β ημβ+ − + = + + +   

( ) ( )2ημ α β συνβ συν α β ημβ+ = +   ( ) 2εφ α β εφβ+ =  

 
5ος τρόπος    Έχουμε 3 2 2ημα ημα συν β συναημ β= +      

      3 2 2εφα εφασυν β ημ β= +     
2

2 2

213
1 1

εφβεφ βεφα εφα
εφ β εφ β

−
= +

+ +
  

       
2

2 2

1 23
1 1

εφ β εφβεφα
εφ β εφ β

⎛ ⎞−
− =⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

  21 2
εφβεφα
εφ β

=
+

.  

Επομένως ( )
( )22

2

2

2 11 2 2
1 11

1 2

εφβεφβ εφβ εφ βεφα εφβ εφ βεφ α β εφβ
εφβεφα εφβ εφ βεφβ
εφ β

+ ++ +
+ = = = =

− +−
+

  

3η ΑΣΚΗΣΗ 

1ος τρόπος   Έστω ˆ 90Α < ° . Από το Πυθαγόρειο θεώρημα στα 

ορθογώνια τρίγωνα ΒΓΔ και ΒΑΔ έχουμε 2 2 2ΒΓ = ΒΔ + ΓΔ ,  
2 2 2ΑΒ = ΒΔ + ΑΔ   οπότε 2 2 2 2ΒΓ − ΑΒ = ΓΔ − ΑΔ   ή 

( )22 2 2 2 ·ΒΓ = ΑΒ + ΓΔ − ΑΓ − ΓΔ = ΑΓ ΓΔ  (γιατί ΑΒ=ΑΓ).    

Όμοια εξετάζονται οι περιπτώσεις ˆ 90Α ≥ °  

 

2ος τρόπος   Φέρουμε το ύψος ΑΕ. Είναι 
Δ Δ

ΑΕΓ ΒΔΓ∼  

(ορθογώνια με Γ̂  κοινή), επομένως ΑΓ ΕΓ
=

ΒΓ ΓΔ
 ή  2

ΒΓ
ΑΓ

=
ΒΓ ΓΔ

 ή  

2 2 ·ΒΓ = ΑΓ ΓΔ  

 

A

B ΓΕ

Δ

Σχ. 1

A

B ΓΕ

Δ

Σχ. 2
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3ος τρόπος    Φέρουμε το ύψος ΑΕ και ΔΖ ⊥ΒΓ, οπότε είναι 

ΔΖ//ΑΕ και από το θ. Θαλή ΓΔ ΓΖ
=

ΓΑ ΓΕ
  ή  ( )1

2

ΓΔ ΓΖ
=
ΒΓΓΑ

.  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο  ΒΓΔ έχουμε ΓΔ² = ΒΓ·ΓΖ  και η 

σχέση      (1) γράφεται 2·
·

ΓΖΒΓ ΓΖ
=

ΓΔ ΑΓ ΒΓ
  ή  ΒΓ² = 2ΑΓ·ΓΔ 

4ος τρόπος 

Προεκτείνουμε την πλευρά ΑΓ κατά τμήμα ΑΕ=ΑΓ.  

Έχουμε ΑΕ=ΑΓ=ΑΒ, που δηλώνει ότι η ΑΒ είναι διάμεσος του 

τριγώνου ΒΓΕ, επομένως αυτό είναι ορθογώνιο με ΓΒΕ =90°.  

Άρα ΒΓ²=ΓΕ·ΓΔ=2ΑΓ·ΓΔ 

 

 

 

 

5ος τρόπος    Στο ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (σχ. 1) είναι ˆ ˆ 180Β + Γ < °  ή  ˆ2 180Γ < °  ή 

ˆ 90Γ < °  και η σχέση του γενικευμένου πυθαγόρειου θεωρήματος γράφεται 

ΑΒ²=ΒΓ²+ΑΓ²–2ΑΓ·ΓΔ   οπότε ΒΓ²=2ΑΓ·ΓΔ, γιατί ΑΒ=ΑΓ.  

 

6ος τρόπος     Φέρουμε το ύψος ΑΕ του ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ (σχ. 2). 

Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΓΔ και ΑΓΕ προκύπτουν  συν ΓΔ
Γ =

ΒΓ
 και 

2συν

ΒΓ
ΓΕ

Γ = =
ΑΓ ΑΓ

, αντίστοιχα, επομένως 
2

ΓΔ ΒΓ
=

ΒΓ ΑΓ
  ή  ΒΓ² = 2ΑΓ·ΓΔ  

7ος τρόπος   Έστω α < β = γ. Φέρουμε τη διάμεσο ΒΜ και 

από το θεώρημα τω διαμέσων έχουμε διαδοχικά:  

2 2γ α− = 2β·ΜΔ = 2β( ΜΓ –ΜΔ) = 2β(
2
β  – ΓΔ)  ή   

2 2 2 2 ·β α β β− = − ΓΔ  ή α² = 2β·ΓΔ   ή  ΒΓ² = 2ΑΓ·ΓΔ 

Όμοια εργαζόμαστε όταν  α > β = γ, ενώ αν α = β = γ,  

η ζητούμενη σχέση εύκολα επαληθεύεται.  

A

B ΓΕ

Δ

Σχ. 3
Z

Β Γ

Δ

Α

Ε

Σχ. 4

α

γ
β

Α

Β Γ

Δ

Μ

(Σχ. 5)
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8ος τρόπος 

Φέρουμε το ύψος ΑΕ. 

Από το εγγράψιμο τετράπλευρο ΑΔΕΒ 

( )90ΑΔΒ = ΑΕΒ = °  έχουμε για τις τεμνόμενες 

πλευρές του ΑΔ και ΒΕ, στο Γ: ΓΕ·ΓΒ = ΓΔ·ΓΑ ή 

· ·
2
ΒΓ

ΒΓ = ΓΔ ΑΓ  ή  ΒΓ² = 2ΑΓ·ΔΓ 

 

 

9ος τρόπος 
Προεκτείνουμε το τμήμα ΓΔ κατά  

ΔΕ = ΓΔ οπότε ΓΕ = 2 ΓΔ και το 

τρίγωνο ΒΓΕ είναι ισοσκελές με  

ˆ ˆΓ = Ε . Είναι ˆ180 2ΕΒΓ = ° − Γ = ΒΑΓ , 

που δηλώνει ότι η ΒΓ είναι 

εφαπτομένη του περιγεγραμμένου 

κύκλου στο τρίγωνο ΑΒΕ. Άρα για το 

εφαπτόμενο τμήμα ΓΒ και την 

τέμνουσα ΓΑ ισχύει 2 ·ΒΓ = ΓΕ ΓΑ  ή 
2 2 ·ΒΓ = ΑΓ ΓΔ   

Σχ. 6 

Δ

Ε ΓB

A 

Ε 

Δ 

Γ B 

A 

(Σχ. 7) 
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ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ  ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΛΕΥΚΩΣΙΑΣ  

ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ Β´, Γ´ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης               Επιμέλεια 
18 Δεκεμβρίου  1999                                                               Σάββας Αντωνίου 
Διάρκεια :  3  ώρες                                    Μάριος Αντωνιάδης 

Να  απαντηθούν  όλες  οι  ερωτήσεις. 
 
1. Σε  ορθογώνιο  τρίγωνο  ΑΒΓ (Α = 90 ),  Ε  είναι  το  μέσο  της  ΑΒ.  Στην  ΑΓ  

παίρνουμε  σημείο  Δ  ώστε  ( )ΑΔ ΑΓ=
2
3

.  Αν  ω  είναι   η  οξεία  γωνία  των  ΒΔ  

και  ΓΕ  να  δείξετε  ότι : εφω
εφ
εφ

=
+

4
3 4 2

Β

Β
 

 

2. Να  δείξετε  ότι  ν∀ ∈  ,  ισχύει :  1
1
2

1
3

1
2+ + + + <...

ν
ν  

 
3. Δίνεται  τετράπλευρο  ΑΒΓΔ,  περιγράψιμο  σε  κύκλο  (Κ,ρ).  Από  τις  κορυφές  Γ  

και  Δ  φέρνουμε  παράλληλες  προς  τις  ΚΒ  και  ΚΑ  αντίστοιχα,  οι  οποίες  
τέμνονται  στο  σημείο  Ε.  Να  δείξετε  ότι  το  τετράπλευρο  ΚΓΕΔ  είναι  
εγγράψιμο. 

 
4. Να  αποδείξετε  πως  δεν  είναι  δυνατό  οι  αριθμοί  2  , 5  , 7   να  είναι  όροι  

οποιασδήποτε  τάξης  σε  μια  αριθμητική  πρόοδο. 
 
5. Στο  εσωτερικό  ενός  τετραγώνου  ΑΒΓΔ  παίρνουμε  σημείο  Ε  τέτοιο  ώστε  

ΑΕ=1 , ΒΕ=2  και  ΓΕ=3.  Να  υπολογίσετε  το  μέτρο  της  γωνίας  ΑΕΒ    
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 
1. Από  το  τρίγωνο   ΕΖΒ  έχουμε  ότι  ω = −Ε Β1 1  

( )⇒ = − =
−

+ ⋅
εφω εφ

εφ εφ
εφ εφ

Ε Β
Ε Β
Ε Β1 1

1 1

1 11
=

−

+ ⋅
=

ΑΓ
ΑΕ

ΑΔ
ΑΒ

ΑΓ
ΑΕ

ΑΔ
ΑΒ

1
 

      = 2
2

2 22· 2 43 3
2 4 3 41 2· 1
3 3

εφ εφ εφ
εφεφ

ΑΓ ΑΓ
− ⋅ Β − Β ΒΑΒ ΑΒ = =

ΑΓ ΑΓ + Β+ ⋅ ⋅ + Β
ΑΒ ΑΒ

 

 Α Β 

Γ 

Δ 

Ε 

ω 

1 1 

Ζ 
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Επαρχιακός Διαγωνισμός Β΄,Γ΄, Λευκωσίας 

Α 

Β 
Γ 

Ε 

Δ 

Κ 

1 
2 

2 

1 
1 2 

1 
2 

2. Θα  δείξουμε  ότι  ισχύει  η  σχέση  με  τέλεια  επαγωγή. 

Για  ν=1  έχουμε  ότι   1 2 1 1 2< ⇒ <   η  σχέση  μας  ισχύει 

Δεχόμαστε  ότι  ισχύει  για  ν=κ  οπότε  η  σχέση  μας  γίνεται 

1
1
2

1
3

1
2+ + + + <...

κ
κ  (1).  Θα  δείξουμε  ότι  ισχύει  η  ζητούμενη  σχέση  

για  ν=κ+1  δηλαδή  1
1
2

1
3

1 1
1

2 1+ + + + +
+

< +...
κ κ

κ   (2). 

Στη  σχέση  (1)  προσθέτουμε  και  στα  δύο  μέλη  το  
1

1κ +
  οπότε  έχουμε  

1
1
2

1
3

1 1
1

2
1

1
+ + + + +

+
< +

+
...

κ κ
κ

κ
 (3) .  Αρκεί  τώρα  να  

αποδείξουμε  ότι  2
1

1
2 1κ

κ
κ+

+
< +  (4)  για  να  ισχύει  η  (2)  και  κατά  

συνέπεια  από  την  τέλεια  επαγωγή  θα  ισχύει  και  η  ζητούμενη  σχέση  ∀ ∈ν Ν . 
Η  (4)  αφού  όλοι  οι  όροι  είναι  θετικοί  γίνεται  ( ) ( )⇒ ⋅ + + < +2 1 1 2 1κ κ κ  

( ) ( ) ( )⇒ + < + ⇒ ⋅ + < +2 1 2 1 4 1 2 1 2κ κ κ κ κ κ

⇒ + < + + ⇒ <4 4 4 4 1 0 12 2κ κ κ κ   άρα  ισχύει. 
 

3. Στο  τρίγωνο  ΑΚΒ  έχουμε  2 2

ˆ ˆˆˆ ˆ180 180
2 2
Α Β

ΑΚΒ = − Α −Β = − −   (1). 

        
 Στο  τρίγωνο  ΔΚΓ  έχουμε         

( )

2 2
ˆˆ ˆ180
ˆ ˆ

180 2
2 2

ΔΚΓ = − Δ − Γ

Δ Γ
= − −

           

Από  τα  δεδομένα  ΑΚΒ ΔΕΓ=   

διότι  ΔΕ//ΑΚ  και  ΕΓ//ΒΚ . 

Προσθέτουμε  κατά  μέλη  τις   
(1) και  (2) 

ˆ ˆ ˆ ˆ

360 180
2

ΑΚΒ + ΔΚΓ = ΔΕΓ + ΔΚΓ =
Α + Β + Γ + Δ

= − =
  

Για  το  τετράπλευρο  ΚΓΕΔ  έχουμε  απέναντι  γωνίες  παραπληρωματικές  οπότε  
είναι  εγγράψιμο  σε  κύκλο. 
 
4. Δεχόμαστε  ότι  οι  2  , 5  , 7   είναι  όροι   κ+1 , μ+1 , λ+1 τάξεως αντίστοιχα 

κάποιας   αριθμητικής  προόδου  με  πρώτο  όρο  το  α  και  διαφορά  δ  τότε :   

( )

( )

(2) (1)

(3) (2)

(1)   2
5 2 5 2(2)   5

7 27 5(3)    7

α κδ
μ κ δ μ κα μδ ρ

λ μλ μ δα λδ

−

−

⎫= +
⎪ ⇒ − = − − −⎪= + ⇒ = = ∈⎬ −−⎪ ⇒ − = −= + ⎪⎭
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Επαρχιακός Διαγωνισμός Β΄,Γ΄, Λευκωσίας 

Α 

Β Γ 

Δ 

Ε 

1 

2 3 

Α´ 

Δ´ 

Ε´ 
1 2 

3 

( ) ( ) ( )7 5 5 2 1 5 7 2 5 1 7 2 2 7 22 2− = − ⇒ + = + ⇒ + = + + ⇒ρ ρ ρ ρ ρ ρ

( )
⇒ =

+ − −
14

5 1 7 2
2

2 2ρ ρ
ρ

  άτοπο  διότι  ο  14   είναι  άρρητος .   

 
 

5. Σχηματίζουμε  το  τετράγωνο  
ΑΒΑ´Δ´  και  παίρνουμε  το  Ε´  
έτσι  ώστε  Α´Ε´=1 , ΒΕ´=2  και  
ΑΕ´=3  (στροφή  του  ΑΒΓΔ  κατά  
90°).  Τότε  η  γωνία  ΕΒΕ´=90°  
και  επειδή  το  τρίγωνο  ΕΒΕ´  
είναι  και  ισοσκελές  έχουμε  ότι  η  
γωνία  'Ε ΕΒ =45°.  Το  τρίγωνο  
Ε´ΑΕ  είναι  επίσης  ορθογώνιο  
διότι  ισχύει  το  πυθαγόρειο  

θεώρημα  ( )3 1 82 2 2
= +        η  ΕΕ´= 8 .  Άρα  ΑΕΒ =90°+45°=135° 
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ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΛΕΜΕΣΟΥ  
ΓΙΑ ΤΗΝ Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

«ΑΝΔΡΕΑΣ ΒΛΑΜΗΣ» 
 

Hμερομηνία και χρόνος εξέτασης:             Επιμέλεια 
18 Δεκεμβρίου, 1999               Χρίστος Παπαχριστοδούλου 
Διάρκεια : 3 Ώρες               Μάριος Ευσταθίου 
 
Να λυθούν όλες οι ασκήσεις.  Κάθε άσκηση βαθμολογείται με 10 μονάδες. 
 
1. α)   Το τριώνυμο  αx2+ βx+γ  είναι τέλειο τετράγωνο και έχει κοινή ρίζα  με το  
    τριώνυμο α1x2+β1x+γ1.Να αποδειχθεί ότι: 2αγ1+2α1γ = ββ1 
    β)   Αν  α4=β4+ γ4   όπου α,β,γ  πλευρές  του τριγώνου ΑΒΓ  να  δείξετε ότι  το  
    τρίγωνο  ΑΒΓ  είναι οξυγώνιο. 
 
2. Οι ευθείες (ε1):  y=4x  και  (ε2 ) : y=-2x  τέμνουν την ευθεία (ε) στα  σημεία  Α 
    και  Β αντίστοιχα , ενώ το ΟΑΓΒ είναι παραλληλόγραμμο με Γ(4,1) και  Ο  την 
    αρχή  των αξόνων . Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας (ε).   
 
3. Δίνεται Αριθμητική Πρόοδος   (αν)  ν∈  Ν με θετικούς όρους. Να αποδειχθεί ότι: 

                   +
21

1
αα

  +
32

1
αα

  +
43

1
αα

…             + =
− νν αα 1

1

ναα
ν

1

1−  

 
4. Σε τρίγωνο ΑΒΓ,   το Μ είναι  μέσο της ΒΓ και  η γωνία ΜΑΒ είναι ίση με το τρι- 
    πλάσιο της γωνίας ΜΑΓ όπου  β=(ΑΓ)  και γ= (ΑΒ). 

   α) Να αποδειχθεί ότι :  συνΑ= 1)1(
2
1 2 −−

γ
β  

   β) Αν επιπλέον  β=2γ  να αποδειχθεί ότι: ΑΜ=γεφΒ. 
 
5. Δίνεται  τυχαίο  (μη κανονικό)  εξάγωνο  ΑΒΓΔΕΖ  με  παράλληλες  τις   απέναντι   
   πλευρές του. Αν  Μ το σημείο τομής των διαγωνίων του ΑΔ και  ΒΕ να δειχθεί  ότι:  
   α) τα τριγώνα ΑΜΕ και  ΒΜΔ  έχουν ίσα εμβαδά και 
   β) τα τριγώνα ΑΓΕ και  ΒΖΔ  έχουν ίσα εμβαδά . 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ  
 
1. (α)  Αφού το τριώνυμο αx2+βx+γ είναι τέλειο τετράγωνο η εξίσωση αx2+βx+γ = 0    

     έχει Δ = 0 δηλ. β2 – 4αγ = 0   (1) και η διπλή ρίζα της είναι x1 = 
α
β

2
−   (2). 

     Η x1 επαληθεύει την α1x1
2 + β1x + γ1 = 0 ⇒  

0 
2

 - 
2

 - 11

2

1 =+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ γ

α
β

β
α
β

α  ⇒   0
2

 
4 112

2

1 =+− γ
α
β

β
α
β

α  ⇒ 

 α1β2 – 2αβ1β + 4α2γ = 0  
)1(

⇒    α1·4αγ – 2αβ1β + 4α2γ1 = 0 
0≠

⇒
α

  2α1γ + 2αγ1 = ββ1  
 

(β)   α4 = β4 + γ4 = (β2 + γ2)2 – 2β2γ2 ⇒ α4 < (β2 +γ2)2 ⇒  α2 < β2 + γ2 ⇒ Α̂ < 900 . 

     Εφ’ όσον α4 = β4 + γ4 ⇒ α η μεγαλύτερη πλευρά  
090ˆ <Α

⇒ ΓΒΑ ˆ  οξυγώνιο. 
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Επαρχιακός Διαγωνισμός Β΄, Γ΄, Λεμεσού 

2.  

ΟΑΓΒ# ⇒ Μ μέσο ΟΓ ⇒ Μ 12,
2

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Το Α θα έχει συντεταγμένες (x1, 4x1) και 

το Β θα έχει συντεταγμένες (x2, -2x2) 

Μ μέσο ΑΒ ⇒ 
1 2

1 2

2
2

4 2 1
2 2

x x

x x

+ ⎫= ⎪⎪ ⇒⎬− ⎪=
⎪⎭

 

1 2

1 2

4
4 2 1
x x

x x
+ = ⎫

⎬− = ⎭
 ⇒  1 2

1 2

2 2 8
4 2 1

x x
x x

+ = ⎫
⎬− = ⎭

 ⇒  

1 2

1

4
6 9
x x

x
+ = ⎫

⎬= ⎭
 ⇒  

1

2

3
2
5
2

x

x

=

=
 

 Όμως     y1  =  4x1 = 4·
2
3 = 6   

  y2 = -2x2 = -2 · 5
2

= -5     ⇒  

Α ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 6,

2
3 ,     και   B ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −5,

2
5  

(ε):  y – 6 = 6 5 3
3 5 2
2 2

x+ ⎛ ⎞− ⇒⎜ ⎟
⎝ ⎠−

 

11 36
1 2

y x⎛ ⎞− = −⎜ ⎟− ⎝ ⎠
 ⇒  2y – 12 = -11 ( 2x - 3) ⇒  22x + 2y = 45 

 
3. Αν δ η διαφορά της Α.Π. έχω: 

νν αααααααα 1433221

1111

−

++++ …  = 

3 2 4 3 12 1

1 2 2 3 3 4 1

1 1 1 1· · · ·ν ν

ν ν

α α α α α αα α
α α δ α α δ α α δ α α δ

−

−

− − −−
+ + + +…  = 

1 2

1 1 1·
δ α α

−
2

1
α

+
3

1
α

−
3

1
α

+
4

1
α

−
2

1

να −

+ +…
1

1

να −

−
1

1

να −

+
1

να

⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
= 

( )( ) ( )1 11

1 1

1 1 11 1· ·ν

ν ν

α ν δ α ν δα α
δ α α δ α α

+ − − −−
= =

δ 11

1

νν

ν
α αα α

−
=  

 

ψ=4χ 

Γ(4,1) 
Μ(2,

1
2

) 

(χ1,4χ1) 

Β(χ2,-2χ2) 

Ο 

Α 

ψ=-2χ 

Ψ 

X 
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Επαρχιακός Διαγωνισμός Β΄, Γ΄, Λεμεσού 

4. (α.)    
Εφαρμόζουμε το νόμο των ημιτόνων στα  
τρίγωνα ΑΒΜ και ΑΜΓ και έχω: 
 

( ) ( )

( ) ( )

:
3

:

ημ ημ θ

ημ ημθ

Δ

ΒΜ=ΜΓ

Δ

ΑΜ ΒΜ ⎫
ΑΒΜ = ⎪Β ⎪ ⇒⎬

ΑΜ ΜΓ ⎪ΑΜΓ = ⎪Γ ⎭

 

⇒ 3ημ θ ημ β
ημθ ημ γ

Β
= =

Γ
  ⇒   

 
  
    

23 ημθημ θ ημθ β γ
ημθ γ

− −
= ⇒

· 2συν θ

ημθ
2

2
β γ β γσυν θ

γ γ
− −

= ⇒ =    

    συνΑ = συν4θ = 2συν22θ – 1 = 
2 2

12 1 1 1
2 2

β γ β
γ γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞−
− = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   

β.  Αν επιπλέον β = 2γ 
( )α

⇒   συνΑ = - 0120ˆ
2
1

=Α⇒ ⇒ 

 0 03ˆ ·120 90
4

ΒΑΜ = =  ⇒  
Δ

ΑΒΜ  ορθογώνιο στο 
γ

εφ ΑΜ
=Β⇒Α̂  ⇒ ΑΜ = γ·εφΒ  

 
5.     

(α)  Τα τρίγωνα ΑΕΔ και ΒΕΔ 
έχουν κοινή βάση ΕΔ και ίσα ύψη 
αφού ΑΒ || ΕΔ. 
Συνεπώς είναι ισεμβαδικά.  
Έτσι : 

( ) ( ) ( ) ( )
Δ Δ Δ Δ

ΑΕΔ − ΕΜΔ = ΒΕΔ − ΕΜΔ  

 ⇒ 
Δ⎛ ⎞ΑΕΜ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 = 

Δ⎛ ⎞ΒΔΜ⎜ ⎟
⎝ ⎠

       (1) 

(β)  Με ανάλογο τρόπο        
Δ⎛ ⎞ΚΕΓ⎜ ⎟

⎝ ⎠
=

Δ⎛ ⎞ΚΖΒ⎜ ⎟
⎝ ⎠

  (2)    

Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΛΑΓ = ΛΔΖ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

             (3) 

                                                                 και αφού   
Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΚΛΜ = ΚΛΜ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
   (4) 

προσθέτοντας κατά μέλη τις (1), (2), (3) , (4) έχω  
Δ Δ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ΑΕΖ = ΒΖΔ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 . 
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ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ  «ΠΕΤΡΑΚΗΣ ΚΥΠΡΙΑΝΟΥ» 

ΛΑΡΝΑΚΑΣ – ΑΜΜΟΧΩΣΤΟΥ   ΓΙΑ ΤΗ Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης                                                                    Επιμέλεια 
18 Δεκεμβρίου 1999                Ηλία Θεοχάρης 
Διάρκεια 3 ώρες Ανδρέας Φιλίππου  

Να λυθούν και οι πέντε ασκήσεις.  

1. (α)  Σε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύει   ημ²Α = ημΒ·ημΓ. Να δείξετε ότι   Α+=
Β
Γ

+
Γ
Β συν

ημ
ημ

ημ
ημ 21  

(β)  Αν η δευτεροβάθμια εξίσωση  021 2 =γ+χ⋅
β+α
γ+β

+χ
α

έχει διπλή ρίζα το ρ , να 

δείξετε ότι ισχύει μια τουλάχιστο από τις σχέσεις :   | ρ | = | β |    ,    | ρ | = | γ |  
 
2. Δίνεται ορθογώνιο τραπέζιο ΑΒΓΔ , ΑΒ // ΔΓ ,  °=Δ= 90ˆÂ ,  ΑΔ=ΑΒ=R και   

ΑΒΓ = 120°.  Με κέντρο το Β και ακτίνα R να γράψετε κύκλο. Να υπολογίσετε:  α) το 
εμβαδόν του μέρους του τραπεζίου που βρίσκεται έξω από τον κύκλο και β)  την 
περίμετρο του ΑΒΓΔ, συναρτήσει του R. 

 
3. Δίνεται το τρίγωνο ΑΒΓ με Α(0,α) , Β(β,0) και Γ(γ,0) με α > 0 , γ > 0  και β < 0. Στο 

τρίγωνο ΑΒΓ να εγγράψετε ορθογώνιο παραλληλόγραμμο ΕΖΗΘ με  την ΗΘ πάνω στον 
άξονα Χ΄Χ  και το σημείο Ε να βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο. Να δείξετε ότι το 
κέντρο Κ του ΕΖΗΘ και τα μέσα Μ του ΒΓ και Ν του ΑΟ είναι συνευθειακά σημεία.  
( Όπου Ο η αρχή των αξόνων ) 

 
4. Να βρεθούν οι τριψήφιοι περιττοί αριθμοί, που διαιρούνται δια 45 και των οποίων τα 

ψηφία με την σειρά που γράφονται, είναι διαδοχικοί όροι αριθμητικής προόδου. 
 
5. Δίνεται η συνάρτηση με πεδίο ορισμού και πεδίο τιμών το σύνολο R+ και  με τύπο  

( )
( ) ( )[ ]111

22f 2

23

++χ+χ

+χ+χ+χ
=χ .  

Να υπολογίσετε την τιμή της παράστασης:   Α = f(1)·f(2)·f(3)·  … ·f(2000)  . 
 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
1. (α)  1ος τρόπος 

 Από το νόμο των συνημίτονων  α² = β² + γ² – 2βγ συνΑ  
⇒ 4R²ημ²Α = 4R²ημ²Β + 4R²ημ²Γ – 2·2RημΒημΓσυνΑ ⇒   
⇒ ημ²Α = ημ²Β + ημ²Γ – 2 ημΒημΓσυνΑ  
⇒ (υπόθεση) ⇒ ημΒημΓ = ημ²Β + ημ²Γ – 2 ημΒημΓσυνΑ  ⇒   

⇒ 
ΓημΒημ

ΑσυνΓημΒημ
ΓημΒημ

Γημ
ΓημΒημ

Βημ
ΓημΒημ
ΓημΒημ 222

−+= ⇒ Ασυν
Βημ
Γημ

Γημ
Βημ 21 −+=    

⇒  Ασυν
Βημ
Γημ

Γημ
Βημ 21+=+        
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 2ος τρόπος 

        

2 2

2 2 2 2 2 2 22 2

2 2 2 2

2

2

2 2 2

24 4

4
82 2 2 21 1 1

4

B R R

R
RR R

R

α γ
ημ ημ ημ ημημ ημ α γ α βγσυν

ημ ημ ημ ημ ημ α α α

ημ ημβγσυν ημ ημ συν
α ημ

+Β + Γ Β + ΓΓ + + Α
+ = = = = =

Γ Β Β ⋅ Γ Α

Β ΓΑ ⋅ Β ⋅ Γ Α
= + = + = +

Α 24R
συν

ημ ημ

Α

Β Γ

1 2συν= + Α

 

     (β)   Η εξίσωση 021 2 =+⋅
+
+

+ γχ
βα
γβχ

α
 έχει διπλή ρίζα    χ1 = χ2 = ρ      ⇒   Δ=0  

 ⇒  0142
2

=⋅⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+ γ

αβα
γβ  ⇒   ( )

( )
044 2

2

=⋅/−
+

+
⋅/

α
γ

βα
γβ  ⇒   

⇒ α(β²+γ²+2βγ) – γ(α²+β²+2αβ) = 0  ⇒  αβ²+αγ² + 2αβγ  – γα² - γβ² –  2αβγ  = 0   
⇒  αγ(γ–α) +β²(α–γ) = 0 ⇒  (α–γ)(β²–αγ) = 0  ⇒    α = γ  ή  β² = αγ . 

 Γινόμενο ριζών  P = χ1 · χ2 = γα

α

γ
⋅=

1
⇒  ρ · ρ = αγ ⇒  ρ² = αγ  

(i) α = γ              (ii)   β² = αγ  
  ρ² = αγ ⇒  ρ² = γ² ⇒  | ρ | = | γ |       ρ² = αγ ⇒   ρ² = β²  ⇒  | ρ | = | β|   

 

2.  
ΑΒ//ΔΗ , ΑΒ=ΑΔ=R , °=Δ= 90ˆÂ ,   ΒΗ=R  ⇒   
ΑΒΗΔ τετράγωνο  ⇒  ΔΗ = R  (1) ,  °=120ˆ

2,1B  

1Β̂ =90° , 2Β̂ =30° ,  
Δ

ΒΗΓ  Ορθογώνιο τρίγωνο , Γ̂ =60°  

⇒ ΗΓ = R εφ30° ⇒ ΗΓ=
3

3R ⇒ 
3

32R
=ΒΓ  

Ε = ΕΑΒΓΔ – ΕΒΑΗΜΒ  =  

   =   
2

3
3 120

2 360

RR R R
Rπ

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⋅ °⎝ ⎠ −

°
  

   
( ) ( )

2 2 26 3 2 6 3 2
6 6 6

R R Rπ π
+

= − = + −  

ΠΑΒΓΔ = ΑΒ + ΒΓ + ΓΔ + ΔΑ = R + 
3

32R  + ( R + 
3

3R ) + R = 3R + R 3  = R ( 3 + 3  )  

 

51



Επαρχιακός Διαγωνισμός Β΄,Γ΄ Λάρνακας – Αμμοχώστου  

Ο

3.  
Α(0,α) , Β(β,0) και Γ(γ,0) με α > 0 , γ > 0 
και β < 0. 

Μ μέσο ΒΓ ⇒  
22
γβχχ

χ ΓΒ
Μ

+
=

+
=  

    ΨΜ = 0              ⇒  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + 0

2
,γβΜ  

Ν μέσο ΟΑ  ⇒  χΝ=0 , ψΝ = 
2
α ⇒  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
0 αΝ ,  

Έστω Ε(χ1,ψ1)    χ1,ψ1> 0      ⇒ Θ(χ1 , 0  ) 
Έστω χz = χ2    ⇒  Ζ(χ2,ψ1)    ⇒  Η(χ2,0) 

(ΑΓ):   Α(0,α) , Γ(γ,0)  ⇒  1=+
α
ψ

γ
χ   ,   Ε(χ1,ψ1) ∈  (ΑΓ)  ⇒  111 =+

α
ψ

γ
χ

 ⇒  αχ1 + γψ1 = 

αγ  (1) 

(ΑΒ): Α(0,α) , Β(β,0) ⇒ 1=+
α
ψ

β
χ , Ζ(χ2,ψ1) ∈  (ΑΒ) ⇒ 112 =+

α
ψ

β
χ  ⇒  αχ2 +βψ1 =αβ   (2)  

Κ μέσο ΕΗ  ⇒  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=⇒
+

=

+
=⇒

+
=

22
22

22 121

1

21

ψχχ
Κ

ψψψψψ

χχ
χ

χχ
χ

Κ
ΗΕ

Κ

Κ
ΗΕ

Κ

,  

γβχχ
ψ

χχγβ
ψ

χχγβ

ψ

χχ
ψψ

λ
ΚΝ

ΚΜ
ΚΜ −−+

=
−−+

−
=

+
−

+

−
=

−
−

=
21

1

21

1

21

1

22

2
0

 

21

1

21

1

21

1

2
0

22
χχ
αψ

χχ
ψα

χχ

ψα

χχ
ψψ

λ
ΚΝ

ΚΝ
ΚΝ +

−
=

−−
−

=
+

−

−
=

−
−

=  

Για να είναι τα τρία σημεία συνευθειακά πρέπει  ΚΜ // ΚΜ  άρα πρέπει να δείξουμε ότι : 

21

1

21

1

χχ
αψ

γβχχ
ψ

+
−

=
−−+

⇔ 

1 1ψ χ 2 1χ ψ+ 1 1χ ψ= 1 2 1αχ χ ψ− + 2 1 1αχ βψ αβ γψ αγ− − + − +    

(αχ1 + γψ1 –αγ) + (αχ2 + βψ1 – αβ) = 0   
( ) ( )21 ∧

⇔ 0 + 0 = 0   Ισχύει,.    ο.ε.δ.    
  
4. Έστω ο ζητούμενος αριθμός γβα   ,    0<α,β,γ<9 ,      α ≠ 0  

γβα  περιττός αριθμός  ⇒  γ περιττός αριθμός  (1) 
γβα =100·α +10·β + γ = 45 κ  (πολλαπλάσιο του 45)   κ ∈ Ζ     (2) 

 α, β, γ Α.Π. ⇒  2β = α + γ   (3) 
(2)⇒ γ = 45κ – 100α –10β ⇒  γ = 5(9κ – 20α –2β) ⇒  γ πολ/σιο 5 ⇒   
γ=0 απορρίπτεται ή γ=5 δεκτή 
⇒  5=5(9κ – 20α – 2β) ⇒  9κ – 20α – 2β = 1  
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(3)    2β = α + γ  ⇒   2β = α + 5        ⇒  9κ –20α – α – 5 = 1 ⇒ 9κ – 21α – 6 = 0  

⇒ 3κ – 7α – 2 = 0 ⇒  3κ = 7α + 2 ⇒  
3

1123
3

136
3

27 −++
=

−++
=

+
=

ααααα
κ )(     

⇒ 
3

112 −
++=
αακ  ,  κ ∈ Ν  ⇒  λα

=
−
3

1 ∈ Ν  ⇒   α = 3λ + 1   ,   1 < α < 9  ⇒   1 < 

3λ+1 < 9  

⇒ 0 < 3λ < 8  ⇒  
3
80 ≤≤ λ  ,  λ∈ Ν ⇒     λ=0  ⇒  α=1     ή     λ = 1 ⇒  α = 4     ή    λ=2 ⇒ 

α = 7 
 
(i) α=1, γ=5 ⇒  2β=α+γ ⇒  2β=1+5 ⇒ β=3 ⇒   135 

(ii) a=4 , γ=5 ⇒ 2β=α+γ ⇒ 2β=4+5 ⇒ 
2
9

=β   απορρίπτεται  

(iii) α=7,  γ=5  ⇒ 2β=α+γ ⇒ 2β = 5+7 ⇒ 2β=12 ⇒ β = 6   ⇒  765. 
Άρα οι ζητούμενοι αριθμοί είναι οι  135  και  765 

5. ( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

23 2

2 2

2 22 2

1 1 1 1 1 1
f

χ χ χχ χ χχ
χ χ χ χ

+ + ++ + +
= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 ⇒  

( )
( )( )

( ) ( )

2

2

2 1

1 1 1
f

χ χ
χ

χ χ

+ +
⇒ =

⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦

 

Α = f(1)·f(2)·f(3)·  … ·f(2000)  

3
Α =

( )
( )

2

2

1 1

2 2 1

⋅ +

⋅ +

4
·

( )22 1⋅ +

3 ( )23 1⋅ +

5
·

( )23 1⋅ +

4 ( )24 1⋅ +

( )22001 1999 1
...

⋅ +
⋅ ⋅

2000 ( )
( )
( )

2

2 2

2002 2000 1
·

2000 1 2001 2001 1

⋅ +

⋅ + ⋅ +
 

12001
2002

2
11

2

2

+
⋅

+
=Α   ⇒   

12001
2002

2 +
=Α    ⇒   

4004002
2002

=Α ⇒  
2002001

1001
=Α  

 
 
 

*

* 
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ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ  ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΑΦΟΥ 
«ΑΝΔΡΕΑΣ  ΧΑΤΖΗΘΕΟΡΗΣ»   ΓΙΑ  ΤΙΣ  Β΄ ΚΑΙ  Γ΄ ΤΑΞΕΙΣ  ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης               Επιμέλεια
18 Δεκεμβρίου  1999                                                                       Αλέξανδρος Δημητριάδης                    
Διάρκεια :  3  ώρες                                     Ευθύβουλος Λιασίδης 
 
Να λυθούν όλες οι ασκήσεις
 
1)  Θεωρούμε την ακολουθία  α Ν∈νν ,   για την οποία ισχύει η σχέση:      

)(
2
1

1
ν

νν α
λαα +=+   με  λ>0. Να αποδείξετε ότι:  .,

12

1

1 Ν∈∀⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

+

−
−

ν
λα
λα

λα
λα

ν

ν

ν  

 
2)  Σε αριθμητική πρόοδο το άθροισμα   Σ   των  μ  πρώτων όρων της είναι  Σ  = ν  και  το 

άθροισμα  Σ   των  ν  πρώτων όρων της είναι  Σ = μ .  Να αποδείξετε ότι το άθροισμα  

 των  μ  και  ν  όρων της είναι 

μ μ

ν ν

νμ+Σ )( νμνμ +−=Σ + . 
 
3) α) Να λυθεί  η  εξίσωση :                                     .2000441086 2222 =++++ xxxx

β) Έστω  α, β, γ  πραγματικοί αριθμοί τέτοιοι ώστε  α > 0  και  β > α+γ. Να αποδείξετε 
ότι η  εξίσωση  αχ +βχ+γ = 0  έχει άνισες ρίζες. 2

 

4) α) Να αποδειχθεί  η  ισότητα:  παπαναημσυνα 2,
42

1
2
1

2
1

2
1

<<=++ . 

β) Να αποδείξετε ότι:  ημ 3 χ(1+σφχ)+συν χ(1+εφχ) < 3
2

4 1
α

α + με  α∈R ,   χ 
2
κπ

≠ ,   

χ κπ ,  κ . ≠ Ζ∈
 

5) Θεωρούμε ισοσκελές τρίγωνο  ΑΒΓ  (ΑΒ =ΑΓ)  και τυχαίο σημείο  Ρ  πάνω στη βάση 
του  ΒΓ. Αν  Δ, Ε  είναι οι προβολές του  Ρ  πάνω στις ίσες πλευρές  ΑΒ, ΑΓ 
αντίστοιχα, να αποδείξετε ότι η μεσοκάθετη του τμήματος  ΔΕ  περνά από  το μέσο  Μ  
της πλευράς  ΒΓ. 

 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ   
 

1. 

12

1
1

1

1 (1) ,
2

ν

ν
ν ν

ν ν

α λ α λλα α ν
α α λ α λ

−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞ − −
= + = ∀ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Επαγωγικά:  Για  ν = 1  
λα
λα

λα
λα

λα
λα

+

−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

+

−
⇒

1

1

2

1

1

1

1

0

,  ισχύει. 

Έστω  ότι:  

12

1

1

, (

κ

κ

κ

α λ α λ
κ

α λ α λ

−

⎛ ⎞− −
= ∀ ∈⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

2)  
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Θα αποδείξουμε ότι: 
2

1 1

1 1

,

κ

κ

κ

α λ α λ
κ

α λ α λ
+

+

⎛ ⎞− −
= ∀⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∈  

Απόδειξη:   

)2(
2

2

2

2

2

)1(

1

1

2
2

2

2

2
1
2
1

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

++

+−
=

+
+

−
+

=
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=
+

−

+

+

λα
λα

λλαα
λλαα

λ
α

λα

λ
α

λα

λ
α
λα

λ
α
λα

λα
λα

κ

κ

κκ

κκ

κ

κ

κ

κ

κ
κ

κ
κ

κ

κ  

                   .
2

1

1

2
2

1

1
)2(

1 κκ

λα
λα

λα
λα

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
=

−

   

Άρα,  

12

1

1

, .

ν

ν

ν

α λ α λ
ν

α λ α λ

−

⎛ ⎞− −
= ∀⎜ ⎟⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∈  

 
 
2.  

     

( )
( )

( )
( )

1
1

1
1

2 1 22 1 (
2

2 1 22 1
2

μ

ν

α μ δ μ νν ν α μ δ
μ

α ν δ ν μμ μ α ν δ
ν

⎫+ − ⋅⎡ ⎤⎣ ⎦Σ = ⇒ = ⇒ + − ⋅ = 1)⎪
⎪
⎬

+ − ⋅⎡ ⎤ ⎪⎣ ⎦Σ = ⇒ = ⇒ + − ⋅ = ⎪⎭

⇒  

      ( ) 2 2ν μμ ν δ
μ ν

−

⇒ − = − ⇒ ( ) 2( )( ) 2( ) (2)ν μ ν μ μ νμ ν δ δ
μ ν μ ν

− + +
− = ⇒ = −

⋅ ⋅
 

     Από τις  (1), (2)  παίρνουμε:  1
22 ( 1)να μ
μ

δ= − − ⋅      (3) 

 
( ) ( ) (3)

1

2 ( 1) ( 1) ( )
2 1

2 2μ ν

ν μ δ μ ν δ μ ν
α μ ν δ μ ν μ

+

⎡ ⎤
− − + + − +⎢ ⎥+ + − ⋅ +⎡ ⎤⎣ ⎦ ⎣ ⎦Σ = = =  

         
( )2

2

ν νδ μ ν
μ

⎛ ⎞
+ +⎜ ⎟

⎝ ⎠ ( ) )()(
2
2

2

222
)2(

νμνμ
μ
μνμμ

νμ
μ
ν

+−=+
−

=+

+
−

= . 

 
 
3. α)   ⇒       (1) 2000441086 2222 =++++ χχχχ 2(6 8 10 44) 2000χ+ + + + =

           6,8,10, , 44, . . 44 6 ( 1) 2 2( 1) 38 20ν ν νΑΠ ⇒ = + − ⋅ ⇒ − = ⇒ =  

Για ν=20, η (1) γίνεται: 2 2(6 44)20 2000 500 2000
2

χ χ+
= ⇒ = ⇒  2 4 2χ χ= ⇒ = ±  

     β)    α>0 ,     β>α+γ ,     02 =++ γβχαχ
i)  Για γ<0  ρίζες άνισες πραγματικές ⇒>−=Δ⇒ 042 αγβ
ii) Για γ>0  ⇒=+≥++>⇒+>⇒ αγαγαγαγγαβγαβ 4222222

                   ρίζες άνισες πραγματικές ⇒>Δ⇒>−⇒ 0042 αγβ
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4. α)  )1(
222

1
2
1

22
1

22
1 2 ασυνασυνσυναασυνσυνασυνα

−==+⇒=
+

=+  διότι: 

           0
222

2 <⇒<<⇒<<
π α α  παπ συνπ

          )2(
4422

1
2
1

42
2

1

22
1

2
1 2 αημαημασυναημ

ασυνασυν ==−⇒=
−

=−   διότι: 

          0
4244

2 >⇒<<⇒<<
αημπαππαπ   

          Λαμβάνοντας υπ’ όψη τις (1), (2) παίρνουμε διαδοχικά: 

          
422

1
2
1

2
1

2
1

2
1

2
1 )2()1( αημασυνσυνα =−=++    

 

    β) =
+

⋅+
+

⋅=+++
συνχ

συνχημχχσυν
ημχ

συνχημχχημεφχχσυνσφχχημ 3333 )1()1(  

         )3(2))(( 22 <+=++= συνχημχχσυνχημσυνχημχ

        )4(211
2

2
2

4

≥+=
+

α
α

α
α .     Από τις (3), (4) συμπεραίνουμε το ζητούμενο. 

 
5.  

 
Επειδή 90 ,ΑΔΡ = ΑΕΡ = ΑΜΡ = °  τα σημεία Δ, Ε, Μ βρίσκονται σε κύκλο με διάμετρο 
ΑΡ.  
ΑΜ: διχοτόμος της  ΒΑΓ ⇒ ΔΜ = ΜΕ ⇒ Μ : μέσο του ΔΜΕ . 

Άρα, η μεσοκάθετη της χορδής  ΔΕ  θα περάσει και από το μέσο Μ του τόξου ΔΜΕ  που 
είναι και μέσο της ΒΓ. 
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Παγκύπριος Διαγωνισμός Γ′ Γυμνασίου 
“Ευαγόρας Παλληκαρίδης” 

 
Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης               Επιμέλεια
5 Φεβρουαρίου 2000                                                                       Ανδρέας Αντωνίου 
Διάρκεια : 3 ώρες                                                 Μάριος Ευσταθίου 
 
1. Δίνονται τα κλάσματα  
   A x x

x
=

− −
−

2

2

1 2
1 6

   και   B x x
x

=
− +

−
4 4

4 1

2

2

1  

α) Να απλοποιηθούν τα Α και Β 
β) Να βρείτε το Α-Β 
γ) Να λυθεί η εξίσωση A B

x
− =

−
7

1 62
 

δ) Να γίνουν οι πράξεις : 1 1
B A

−  

2. (i) Να αναλύσετε πλήρως τις παραστάσεις 
    α) -9-4α2+4(χ2+3α) 
    β) α(α+2)χ2-2χ(1+α)+1 
    γ) ψ2-1-χ(χ+2) 

(ii) Αν  είναι ακέραιος πολλαπλάσιος του 12 και όχι του 9 , να βρείτε ποιοι     από 
τους παρακάτω αριθμούς δεν μπορεί να είναι ακέραιοι 

k

    k
1 2

 , k
1 0

 , k
3 6

 , k 2

3 6
 , k

1 8
. Να δικαιολογήσετε την απάντηση σας. 

 

3. Αν 
1

1
a
− =β  και β 3

3
1 3

3
− = −

a
1

 (α>0, β>0), να βρείτε την αριθμητική   

     τιμή του κλάσματος 
a
β

. 

 
4. Δίνεται τραπέζιο ΑΒΓΔ με ΑΒ//ΓΔ και (ΓΔ)=2(ΑΒ) τέτοιο ώστε η διαγώνιος ΒΔ να 

είναι κάθετη στη ΒΓ. Αν (ΒΔ)=8 cm και (ΒΓ)=6 cm, να βρεθεί η απόσταση της 
κορυφής Α από τη διαγώνιο ΒΔ. 

 
5. Δίνεται τετράγωνο ΑΒΓΔ με πλευρά α . Πάνω στη πλευρά ΒΓ παίρνουμε    
  σημείο Ζ και πάνω στη πλευρά ΓΔ παίρνουμε σημείο Ε έτσι ώστε ΒΖ=ΓΕ. 
  Αν η ΑΖ και η ΒΕ τέμνονται στο Η, να δειχθεί ότι : 
  α) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΒΕ ισούται με το εμβαδόν του τετραπλεύρου   
  ΑΖΓΕ και 
  β) Το εμβαδόν του τριγώνου ΑΗΕ ισούται με το άθροισμα των εμβαδών των     
  τριγώνων ΑΔΕ και ΒΗΖ. 
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Παγκύπριος Διαγωνισμός Γ΄ Γυμνασίου 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 

1. 
2

2

12
16

A χ χ
χ
− −

=
−

                 
2

2

4 4
4 1

B χ χ
χ

1− +
=

−
 

     α) 
( )( )
( )( )

4 3 3 , 4
4 4 4

A
χ χ χ χ
χ χ χ
− + +

= =
− + +

≠ ±            

         
( )

( )( )

22 1 2 1,
2 1 2 1 2 1

B
χ χ χ

χ χ χ
− −

= =
− + +

1
2

≠ ±  

     β) 
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )
3 2 1 4 2 13 2 1 7

4 2 1 4 2 1 4 2 1
A B

χ χ χ χχ χ
χ χ χ χ χ χ

+ + − + −+ −
− = − = =

+ + + + + +
 

    γ)  
( )( ) ( )( )2

7 7 7 , 4,
4 2 1 4 4 216

A B χ χ
χ χ χ χχ

− = ⇒ = ≠ ± ≠±
+ + − +−

1

5

 

         2 1 4χ χ χ⇒ + = − ⇒ = −  

    δ)  
( )( )

7
4 2 11 1 A B

B A AB

χ χ+ +−
− = =

( )
( )

3

4

χ

χ

+

+

( )
( )
2 1

2 1

χ

χ

−
⋅

+

( )( )
7

3 2 1χ χ
=

+ −
 

 
2. (α)  –9-4α2+4(χ2+3α) = -9-4α2+4χ2+12α=4χ2-(4α2-12α+9)=(2χ)2-(2α-3)2 
                                         = (2χ+2α-3)(2χ-2α+3) 

     (β)   α(α+2)χ2-2χ(1+α)+1=α2χ2+2αχ2-2χ-2αχ+1=(α2χ2-2αχ+1)+(2αχ2-2χ)  
                                            =(αχ-1)2+2χ(αχ-1) = (αχ-1)(αχ-1+2χ) 

     (γ)   ψ2-1-χ(χ+2)= ψ2-1-χ2-2χ= ψ2-(χ2+2χ+1)= ψ2-(χ+1)2=( ψ+χ+1)(ψ-χ-1). 
 
(ii)    k ∈ {1·12, 2·12, 4·12, 5·12, 7·12, ...} 

      ή  k=λ·12   όπου   λ=1, 2, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, ..... 

     12
12 12
k λ λ⋅
= = ,  ακέραιος για λ=1, 2, 4, 5, .... 

     12 6
10 10 5
k λ λ⋅
= = ⋅  , ακέραιος για  λ=5, 10, 20, ... 

     12
36 36 3
k λ λ⋅
= =  , ΟΧΙ ακέραιος αφού λ δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. 

      ( ) 2
22

4
36
12

36
λλ
⋅=

⋅
=

k , ακέραιος 

      12 2
18 18 3
k λ λ⋅ ⋅
= = , ΟΧΙ ακέραιος αφού λ δεν είναι πολλαπλάσιο του 3. 

Συμπέρασμα : Οι αριθμοί 
1836
kk και   ΔΕΝ μπορεί να είναι ακέραιοι. 
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Παγκύπριος Διαγωνισμός Γ΄ Γυμνασίου 

3. ( )0,0
3
31111

3
3 >>−=−=− βββ a

aa
 

3 2
3 2 2

1 31 1 1 1 31 1 1 311·
3 3a a aa a a

β β β β β β⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = ⇒ − + ⋅ + = ⇒ + ⋅ + =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2

3
 

2
21 31 31 28 283 1 3 3

3 3 3 9
a

a a a a a
β β β ββ

β
⎛ ⎞⇒ − + ⋅ = ⇒ + ⋅ = ⇒ ⋅ = ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

9
28

 
4.  
       Α         5cm         B 
 
 
 
 
                                         6cm 
              Ε 
 
 
 
Δ             10cm          Ζ                  Γ 
                        
ΑΒ//ΔΓ, (ΓΔ)=2·(ΑΒ),  ΔΒΓ = 90°, (ΒΔ)=8cm και (ΒΓ)=6cm 

(ΓΔ)2=(64+36)cm2   ⇒ (ΓΔ)=10cm  ⇒ (ΑΒ)=5cm 

ΕΒΓΔ = ( ) ( )[ ] ( )
2

,24
2

86 2 BZABEcmcmcm ⋅ΔΓ+
==

⋅
ΑΒΓΔ  

Από το τρίγωνο ΒΓΔ  ⇒  8,4
2

86
2

10
=⇒

⋅
=

⋅ υυ cm 

( ) ( ) ( ) ( )

2 2 2 2

2 2

15 4,8 36 36 24 12
2

12 8 24 3
2

ABE cm cm E E E cm cm cm

cm cm AE cm AE cm

ΓΔ ΑΒΔ ΑΒΓΔ ΒΓΔ
⋅

⇒ = = ⇒ = − = − =

ΒΔ ⋅ ΑΕ
⇒ = ⇒ ⋅ = ⇒ =

2

 

 
5. (α)    Δ Δ

ΑΒΖ ΒΓΕ
Ε = Ε

Α

Ε3

α 

α 

Η  Ζ 

Ε Δ Γ 

Β 

Ε1

Ε2 

χ 

(α-χ) 

 χ 

(α-χ) 

Ε2 

 (Ορθογώνια τρίγωνα με ίσες κάθετες πλευρές)  

⇒   Δ Δ ΔΑΒΓΕ ΑΒΓΕ ΑΖΓΕ
ΑΒΕ ΒΓΕ ΑΒΖ

Ε = Ε − Ε = Ε − Ε = Ε

(β) Ζητούμενο : Ε1=Ε2+Ε3

( )=
Δ

ΑΒΕ ⋅
2
1 (ΑΒΓΔ) ⇒ 2·( )=(ΑΒΓΔ) ⇒ 

Δ

ΑΒΕ

( )+ (ΑΖΓΕ) = (ΑΒΓΔ)  ⇒   
Δ

ΑΒΕ

1 ( )
Δ

Ε + ΑΒΗ 1+ Ε ( )+ ΗΖΓΕ 1= Ε 2 3 ( )
Δ

+ Ε + Ε + ΑΒΗ ( )+ ΗΖΓΕ ⇒  Ε1=Ε2+Ε3  
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ  
ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ Α΄ ΛΥΚΕΙΟΥ  

«ΠΕΤΡΑΚΗΣ ΓΙΑΛΛΟΥΡΟΣ» 
Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης             Επιμέλεια
Σάββατο 5/2/2000            Σάββας Ιωαννίδης  
Διάρκεια: 3 ώρες         Ανδρέας Φαλάς 

Να λυθούν και τα πέντε θέματα. 

1. Να αναλύσετε σε γινόμενο δύο τριωνύμων το πολυώνυμο    χ4 + χ³ - 2χ² + 3λχ – λ²  
 
2. Δίνεται τρίγωνο ΑΒΓ με πλευρές ΑΒ = γ , ΑΓ=β, ΒΓ=α  και διάμεσους  ΑΜ=μα  ,  ΒΝ=μβ  ,  

ΓΕ=μγ  .  Αν συμβολίσουμε με  2τ  την περίμετρο του τριγώνου ΑΒΓ    ( 2τ = α+β+γ)  να 
δείξετε ότι  τ < μα + μβ + μγ < 2τ   .  

 
3. Να αποδείξετε ότι η παράσταση  

Α = (1 – ημ²χ · συν²χ ) · (ημ³χ · συνχ – συν³χ · ημχ ) – (ημ7χ · συνχ – συν7χ · ημχ )  
έχει τιμή ανεξάρτητη της τιμής του τόξου χ.  

 
4. Δίδετε το εγγεγραμμένο τετράπλευρο ΑΒΓΔ. Οι απέναντι πλευρές του ΑΔ και ΒΓ 

προεκτεινόμενες τέμνονται στο σημείο Η και το μέτρο της γωνίας είναι 26°. Οι 
απέναντι πλευρές ΑΒ και ΔΓ προεκτεινόμενες τέμνονται στο Ζ και το μέτρο της γωνίας 

 είναι 32°. Να βρεθούν τα μέτρα των γωνιών του τετραπλεύρου ΑΒΓΔ.  

BĤA

ΔΖΑ ˆ
 
5. Να αποδείξετε ότι ο αριθμός  4α4 + β4  είναι πρώτος μόνο για ένα ζεύγος τιμών των φυσικών 

αριθμών α και β.  
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

1. Διατάσσουμε το πολυώνυμο κατά τας κατιούσας δυνάμεις του λ και έχουμε  
– λ² + 3λχ + χ4 + χ³ - 2χ²     Βρίσκουμε τις ρίζες του ως προς λ  

( )
2

443
2

2493 2342342

2,1 −

χ+χ+χ±χ−
=

−

χ−χ+χ⋅+χ±χ−
=λ ⇒ 

( ) ( ) ( ) ( )
2

23
2

123
2

123
2

1443 22222

2,1 −
χ+χ±χ−

=
−

+χ⋅χ±χ−
=

−
+χχ±χ−

=
−

+χ+χ⋅χ±χ−
=λ  

⇒   λ1 = -χ2 + χ     και   λ2 = χ2 + 2χ  

⇒ – λ² + 3λχ + χ4 + χ³ - 2χ² = - ( λ – λ1 ) · ( λ – λ2 ) = - ( λ +χ2 – χ )·(λ – χ2 – 2χ ) 

        = ( – λ – χ2 + χ )·( λ – χ2 – 2χ ) 
2.  
(α)    ΑΜ +ΜΒ > ΑΒ            ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΑΒΜ

Δ

         ΒΝ + ΝΓ > ΒΓ           ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΒΝΓ

Δ

          ΓΕ + ΕΑ > ΑΓ               ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΓΕΑ

Δ

ΑΜ + ΜΒ + ΒΝ + ΝΓ + ΓΕ + ΕΑ  > ΑΒ + ΒΓ + ΑΓ 
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Παγκύπριος  Διαγωνισμός Α΄ Λυκείου 

⇒ β+α+γ>
γ

+μ+
β

+μ+
α

+μ γβα 222
 

⇒ 2μα + α + 2μβ + β + 2μγ + γ > 2γ + 2α + 2β  

⇒ 2(μα + μβ + μγ ) > α + β+ γ ⇒  
2

γ+β+α
>μ+μ+μ γβα ⇒   μα + μβ + μγ > τ     (ι) 

(β) ΑΜ < ΑΕ + ΕΜ       ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΑΜΕ

Δ

      ΒΝ < ΝΜ + ΒΜ          ⇒  ΑΜ + ΒΝ + ΓΕ < ΑΕ + ΕΜ + ΝΜ + ΒΜ + ΕΝ + ΝΓ  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΒΝΜ

Δ

      ΓΕ < ΕΝ + ΝΓ     ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ΓΕΝ

Δ

⇒  
222222
β

+
α

+
α

+
γ

+
β

+
γ

<μ+μ+μ γβα  ⇒  γ+β+α<μ+μ+μ γβα ⇒ τ<μ+μ+μ γβα 2   (ιι) 

τ<μ+μ+μ<τ γβα

ιι∧ι

⇒ 2
)()(

 
 
3. Α = ( 1 – ημ²χ συν²χ )( ημ³χ συνχ – συν³χ ημχ ) – ( ημ7χ συνχ – συν7χ ημχ ) 

⇒ Α = ( 1 – ημ²χ συν²χ ) ημχ συνχ ( ημ²χ – συν²χ ) – ημχ συνχ ( ημ6χ – συν6χ ) 

⇒ Α = ημχ συνχ [(1 – ημ²χ συν²χ) (ημ²χ – συν²χ) – [(ημ²χ)³ - (συν²χ)³]  

⇒ Α=ημχ συνχ [(1 – ημ²χ συν²χ)(ημ²χ – συν²χ )–(ημ²χ – συν²χ)(ημ4χ+ημ²χ + συν²χ + συν4χ)] 

⇒ Α = ημχ συνχ (ημ²χ – συν²χ) [1 – ημ²χ συν²χ – ημ4χ – ημ²χ συν²χ – συν4χ] 

⇒ Α = ημχ συνχ  (ημ²χ – συν²χ ) [1 – ( ημ4χ + 2ημ²χ συν²χ + συν4χ )] 

⇒ Α = ημχ συνχ (ημ²χ – συν²χ) [ 1 – ( ημ²χ + συν²χ )² ] 

⇒ Α = ημχ συνχ ( ημ²χ – συν²χ ) ( 1 – 1 ) =  ημχ συνχ ( ημ²χ – συν²χ ) · 0 = 0 

⇒ Α = 0 ( Άρα είναι ανεξάρτητη της τιμής του τόξου χ )  

 
4.  

          

  (1) 
Δ

ΑΖΔ°=°+Δ+Α )(18032ˆˆ
Δ

ΑΒΗ°=°+Β+Α )(18026ˆˆ   (2)  
(1) – (2)  ⇒     06ˆˆ =°+Β−Δ
 

°=Β+Δ 180ˆˆ (απέναντι γωνιές 
εγγεγραμμένου τετραπλεύρου) 
 
⇒   ⇒   °−°=Δ 6180ˆ2 °=Δ 87ˆ

⇒   °=Β 93ˆ
( )

°=Α⇒ 61ˆ
1

 ⇒   °=Γ 119ˆ
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Παγκύπριος  Διαγωνισμός Α΄ Λυκείου 

5. Έχουμε κατά σειρά   4α4 + β4 = 4α4 +β4 + 4α²β² - 4α²β² = ( 2α² + β² )² – 4α²β² 
                     = ( 2α² + β² - 2αβ ) · ( 2α² + β² + 2αβ )  

Για να είναι πρώτος ο αριθμός 4α4 + β4  πρέπει ο παράγοντας 2α² + β² - 2αβ να είναι ίσος με την 
μονάδα (είναι ο μικρότερος από τους δύο παράγοντες).  
Τότε θα έχουμε  2α² + β² - 2αβ = 1 ⇒  α² + α² + β² - 2αβ  = 1 ⇒  α² + (α – β)² = 1 
Αλλά  α∈ Ν  και  β∈ Ν   ⇒  α = 1  και  α – β = 0  ⇒  β = 1  
Επομένως ο αριθμός  4α4 + β4 θα γίνει 4 + 1 = 5  

Αν 2α² + β² - 2αβ  1  Τότε ο 4α≠ 4 + β4  θα είναι σύνθετος.  

Δεν υπάρχουν λοιπόν άλλες τιμές για τα α και β εκτός από  ( α , β ) = ( 1 , 1 ) . 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ Β΄ και Γ΄ Λυκείου 

«ΖΗΝΩΝ»  
Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης                                    Επιμέλεια     
Σάββατο 26/02/2000                                      Ανδρέας Φαλάς 
Χρόνος: 3 ώρες                Σάββας Ιωαννίδης 

Να λύσετε όλες τις ασκήσεις 

1. Να βρείτε τις πραγματικές λύσεις του συστήματος:  
χ + 2ψ + 3ω = 5 
χ² + 4ψ² + 9ω² = 41 
χψ + 2χω +3ψω = – 3  

 
2. Στο σχήμα είναι:  

ΑΒ διάμετρος του κύκλου (Κ,R) και ΜΚ = ΜΓ , όπου 
ΜΚ ⊥ ΑΒ . ΝΑ υπολογίσετε , συναρτήσει της ακτίνας 
R, το εμβαδόν Ε του γραμμοσκιασμένου 
μικτόγραμμου χωρίου ΓΜΚΒ.  

 
 
3. Στις 12 το μεσημέρι, γεννιέται ένα γόνιμο έντομο σε κάποιο εργαστήριο. Κάθε μια ώρα 

το γόνιμο έντομο γεννά 2 άλλα γόνιμα και ένα στείρο έντομο. Όλα τα γόνιμα ζουν 2 ½  
ώρες και τα στείρα 3 ½ ώρες. Πόσα ζωντανά έντομα υπάρχουν στο εργαστήρια στις  
7:31 μ.μ. ;  

4. Δίδεται η πολυωνυμική συνάρτηση: 
( ) 1 2 3 3 213· 10· 4· 14· 4· 20f x x x x x x x xν ν ν ν− − −= − − + + − + +  με  ν ∈  ,  ν > 6.   

Να βρείτε την  αριθμητική τιμή :   ( )537f − . 

5. Να δείξετε ότι η άρτια συνάρτηση  f(χ) με   ( ) ( ) ( )
( ) ( )ψχ+

ψ+χ
=ψ+χ

ff1
fff    ∀ χ,ψ ∈     

λαμβάνει μόνο τρεις πραγματικές σταθερές τιμές  ∀ χ ∈  . 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 
1.  

( )
( )
( )

2 2 2

2 3 5 1

4 9 41 2

2 3 3 3

χ ψ ω

χ ψ ω

χψ χω ψω

+ + =

+ + =

+ + = −

    
( ) ( )2

41

2 2 2

1 2 3 25

4 9 4 6 12 25

χ ψ ω

χ ψ ω χψ χω ψω

⇒ + + = ⇒

+ + + + + = ⇒
 

 
⇒ 4 6 12 25 41χψ χω ψω+ + = − ⇒ 16 4 6 12χψ χω ψω+ + = − ⇒ 8 2 3 6χψ χω ψω+ + = −  

2 3 6 8
2 3 3

χψ χω ψω
χψ χω ψω

+ + = −
+ + = − −

1
2
⇒ 

2χψ 3 6χω ψω+ + 8

2χψ

= −

− 4 6χω ψω+ − − 6 2χω χω 2= ⇒− = − ⇒ =
 

( )3 2 2 3 3χψ ψω⇒ + ⋅ + = − 3 7  ⇒  χψ ψω = − ⇒  ( )3 7ψ χ ω+ = −  ⇒
( )1

( )5 2 7ψ ψ− = −  +
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Παγκύπριος Διαγωνισμός Β΄, Γ Λυκείου 

R

R

      ⇒  22 5 7 0 ⇒ψ ψ− − = ( ) ( )2 7 · 1 0= ⇒ψ ψ− + ψ = 
2
7  ή  ψ = -1 

(α) ψ = 
2
7   ⇒ χ +2·

2
7 +3ω = 5 ⇒  (-2-3ω)ω=2 ⇒ 3ω²+2ω+2=0  αδύνατη στο R 

⎭
⎬
⎫

=χω
−=ω+χ

2
23

(β) ψ= –1 ⇒ χ+2·(-1)+3ω+2=5 ⇒ ⇒  (7-3ω) ω = 2 ⇒  3ω² - 7ω +2 = 0   ⇒   
⎭
⎬
⎫

=χω
=ω+χ

2
73

    (ω-2) (3ω-1) = 0 ⇒  ω = 2 ⇒  χ =1  ή  ω = 
3
1
⇒  χ = 6   

    ⇒  ( χ = 1  ,  ψ = –1  ,  ω = 2 )   ή   ( χ = 6  ,  ψ = -1  ,  ω =  
3
1  ) 

 
2.  

ˆ 90
ˆ 90 , ,

ά

ή

δι μετρος

κοιν

⎫ΑΒ ⇒ Γ = ° ⎪
⎬

Κ = ° ΜΚ = ΜΚ ΒΜ ⎪⎭
⇒ 

ΔΔΔ

ΚΜΑ=ΚΜΒ=ΓΜΒ  

⇒ Εγρ = 
3
2 Δ

(ΑΒΓ ) + Εκ.τμ.ΒΓ =  

⇒ Εγρ =  
3
2 ·

2
1 ·R·R 3 +[π R2 · 

6
1  - 

2
1 ·R·R·

2
3 ] 

  ⇒  22 3
12

Rπ +
= ⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

4
3

6
1

3
3R 2 E⇒ Εγρ =  

 
3.  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

12μ 1Γ 1Γ + 2Γ 
1Σ 

1μ.μ. 

3Γ 
1Σ 

1Γ+2Γ+6Γ 
1Σ+3Σ 

9Γ 
4Σ 2μ.μ. 

2 ½  μ.μ.  1Γ

2Γ+6Γ+16Γ 
1Σ+3Σ+8Σ 

24Γ
12Σ3μ.μ. 

2 ½  μ.μ.  1Γ

6Γ+16Γ+44Γ 
1Σ+3Σ+8Σ+22Σ 

66Γ
34Σ4μ.μ. 4 ½  μ.μ. 

 6Γ  1Σ

16Γ+44Γ+120Γ 
3Σ+8Σ+22Σ+60Σ 

166Γ
93Σ 5μ.μ.

44Γ+120Γ+328Γ 
8Σ+22Σ+60Σ+164Σ 

492Γ
954Σ6μ.μ.

120Γ+328Γ+896Γ 
22Σ+60Σ+164Σ+448Σ 

1344Γ
694Σ7μ.μ.

328Γ+896Γ 
60Σ+164Σ+448Σ 

1224Γ
672Σ7:31μ.μ.

5 ½  μ.μ.  16Γ  3Σ 

6 ½  μ.μ.  44Γ  8Σ 

7 ½  μ.μ.  120Γ  22Σ 

 

328 + 896 = 1224 Γ , 60 + 164 + 444 = 672 Σ , 1896 ζωντανά 
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Παγκύπριος Διαγωνισμός Β΄, Γ Λυκείου 

4.  1ος τρόπος    
Α(χ) = [ χ – (7+3 5 )]·[ χ – (7-3 5 )] = (χ – 7)² – (3 5 )² = χ² – 14χ + 4  
Ισχύει  ( )7 3 5 0A − =  

f(χ) = χν – 13χν-1 – 10χν-2 + 4χν-3 + χ³ – 14χ² + 4χ + 20 ⇒  
f(χ) = [ ] [ ] [ ] 20414414414 22322 ++χ−χχ++χ−χχ++−χχ −ν−ν  ⇒ 
f(χ) = ( ) ( ) ( ) 2032 +χΑ⋅χ+χΑ⋅χ+χΑ⋅χ −ν−ν   ⇒ ( ) 2 3( ) 20f A ν νχ χ χ χ χ− −⎡ ⎤= + + +⎣ ⎦   

⇒  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] 20537537537537537f
32

+−+−+−⋅−Α=−
−ν−ν

 = 20 
⇒  ( ) 20537f =−  

2ος τρόπος 
2041441013)(f 23321 +χ⋅−χ⋅−χ+χ⋅+χ⋅−χ⋅−χ=χ −ν−ν−νν  

      ( ) ( ) ( )16144101341013)(f 223233 +χ+χ−++χ−χ−χ++χ−χ−χχ=χ −ν  

        ⇒   41013)( 23 +χ−χ−χ≡χκ

      ( ) ( ) ( ) ( ) 45371053713537537
23

+−−−−−=−κ  

  = ( ) ( ) ( ) 45310710531353721371353537353737
223223 +⋅+⋅−−⋅⋅⋅+⋅−−⋅⋅+⋅⋅−  

  = 0050)30546135441(5)470585637945343( =⋅+=++−−++−−−+  

 ( ) ( ) ( )2
7 3 5 0 0 7 3 5 14 7 3 5 16f − = + − − + − +  

      =  49 42 5− + 45 98 42 5− + − 16+  =  20 

5. 1ος τρόπος 

( ) ( ) ( )
( ) ( )ψχ+

ψ+χ
=ψ+χ

ff1
fff    ∀ χ,ψ ∈ R,  άρτια 

χ = ψ = 0 ⇒ ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )0f20f0f
0f1

0f20f 3
2 ⋅=+⇒

+
=  

( ) ( )[ ] 010f0f 2 =−⋅   ⇒  f(0) = 0  ,  f(0) = 1  ,  f(0) = -1  

ψ = –χ  ⇒  ( )
( )( ) ( ) ( )

( ) ( )
χ( )
χ+

=⇒
χ−χ+
χ−+χ

=
ρτια

2

ά

f1
f20f

ff1
ff0f ⇒ ( ) ( ) ( ) ( ) 00ff2f0f 2 =+χ−χ⋅  

(α)  f(0) = 0 ⇒  f(χ) = 0 
(β)  f(ο) = 1 ⇒    ⇒  f(χ) = 1 ( ) ( ) 01f2f 2 =+χ−χ
(γ)  f(0)= –1 ⇒   ⇒  f(χ) = –1 ( ) ( ) 01f2f 2 =−χ−χ−

 2ος τρόπος 
( ) ( )

( )
    

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )[ ] ( )[ ] 01f1ff

f0f1
0fff0

f1
f20f 2

=−χ⋅+χχ⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

χ⋅+
+χ

=χ⇒=ψ

χ+
χ

=⇒χ−=ψγια
⇒ f(χ) = 0,  f(χ) = 1, f(χ) = -1
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15,5 
 
Ημερομηνία και χρόνος εξέτασης                 Επιμέλεια 
8 Απριλίου 2000                  Ανδρέας Σχοινής 
Χρόνος: 4 ώρες 30 λεπτά                 Σάββας Αντωνίου 

Να απαντηθούν και τα πέντε θέματα.   

1. Ένα τραπέζιο ΑΒΓΔ (ΑΒ//ΓΔ) έχει ΒΓ=ΑΔ, η βάση ΔΓ είναι κατά 2 μονάδες 
μεγαλύτερη από το τριπλάσιο της ΒΓ και η ΑΒ κατά 6  μονάδες μικρότερη από το 
άθροισμα των τριών άλλων πλευρών του. Αν το ύψος του τραπεζίου ΑΒΓΔ είναι 
9 μονάδες, να υπολογίσετε το εμβαδόν του. 

 
2. Ένας σκύλος καταδιώκει μια αλεπού που απέχει 60 πηδήματά της από αυτόν. 

Όταν η αλεπού κάμνει 9 πηδήματα ο σκύλος κάμνει έξι πηδήματα. Επίσης τρία 
πηδήματα του σκύλου ισοδυναμούν με επτά πηδήματα της αλεπούς. Μετά από 
πόσα πηδήματα του ο σκύλος θα φθάσει την αλεπού. 

 
3. (α) Να δείξετε ότι το    με ανάλυση σε γινόμενο πρώτων  3 24 15 12y y y− + + 4

)          παραγόντων μετατρέπεται στη μορφή  ( ) (22 4 1y y− +  
     (β) Με κατάλληλο μετασχηματισμό να λύσετε την εξίσωση 
                    ( ) ( )3 22 24 1 27 0x x x x− + − − =  
 
4. Να δειχθεί ότι για οποιουσδήποτε τρεις περιττούς φυσικούς αριθμούς υπάρχει 

ένας τέταρτος περιττός φυσικός αριθμός ώστε το άθροισμα των τετραγώνων των 
τεσσάρων αριθμών να είναι τέλειο τετράγωνο. 

 
5. (α) Με πόσους διαφορετικούς τρόπους μπορούμε  να γράψουμε σε σειρά 
         τα πιο κάτω γράμματα χωρίς επανάληψη: 
 (ι) α, β, γ    (ιι)  α, β, γ, δ 
    (β) Πόσους τετραψήφιους αριθμούς μπορούμε να σχηματίσουμε με τα  
         ψηφία  1,3,6,7  χρησιμοποιώντας τα μια φορά το καθένα. 
    (γ) Να δείξετε ότι τα άθροισμα των πιο πάνω αριθμών είναι  113322 . 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ  

1. Αν ΑΔ=ΒΓ=χ τότε είναι ΔΓ=3χ+2   

ΑΒ = ΑΔ+ΒΓ+ΔΓ-6 = 5χ-4 

2
ΑΒ −ΗΖ

ΑΗ = = 5 4 3 2
2

χ χ− − − = χ – 3  

Από το ορθογώνιο τρίγωνο  ⇒ ΑΗ Δ
 (ΑΗ)²+(ΔΗ)²=(ΑΔ)² ⇒ 81+(χ-3)² = χ² ⇒ 

281 χ+ 26 9χ χ− + =  ⇒  6χ = 90 ⇒ 
  χ = 15 ⇒  ΔΓ=47 ,  ΑΒ=71, ΔΗ=9 ⇒ 

 
( ) ( ) ( ) ( )47 71 9

2 2
ΑΒ + ΔΓ ⋅ ΔΗ⎡ ⎤ + ⋅⎣ ⎦Ε = = 541 τ.μ. 

Δ Γ 

Β Α Ζ Η 

χ χ 

3χ+2 

5χ-4 

3χ+2 9 

=

66



Διαγωνισμός Επιλογής κάτω των 15 ½   

2. Έστω ο σκύλος σε χ πηδήματα του θα φθάσει την αλεπού. Η αλεπού θα κάνει 9
6
χ  

πηδήματα και 60 πηδήματα πιο μπροστά από το σκύλο δηλ. 960
6
χ

+  πηδήματα. 

7 πηδήματα της αλεπούς είναι 3 πηδήματα του σκύλου  

1 πήδημα της αλεπούς είναι τα 3
7

 πήδημα του σκύλου  

⇒ 960
6
χ

+  της αλεπούς είναι τα 3 960
7 6

χ⎛ +⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟ του σκύλου  ⇒ 3 960

7 6
χ χ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇒  

180+ 9
2
χ  = 7χ ⇒ 360+9χ = 14χ ⇒ 5χ = 360  ⇒  χ = 72   

Ο σκύλος θα φτάσει τη αλεπού σε 72 πηδήματα.  

3. (α)   =  4ψ³-16ψ²+ψ²+16ψ-4ψ+4  =  4ψ³-16ψ²+16ψ-4ψ+4  =  3 24 15 12y y y− + + 4

2
        = 4ψ(ψ²-4ψ+4) + ψ²-4ψ+4 = (4ψ+1)·(ψ²-4ψ+4) = (4ψ+1)·(ψ-2)²  
(β)   ,   Θέτω  χ² - χ = ψ   ( ) ( )32 24 1 27 0x x x x− + − − =

⇒  4(ψ+1)³ - 27ψ² = 0  ⇒  4ψ³+12ψ²+12ψ+4-27ψ² = 0 ⇒  4ψ³-15ψ²+12ψ+4 = 0 
( )α
⇒    (4ψ+1)·(ψ-2)² = 0  ⇒  ψ = - 1

4
 ,  ψ = 2   

χ² - χ = - 1
4

 ⇒  4χ²-4χ+1=0 ⇒  (2χ-1)² = 0 ⇒  χ = 1
2

 

χ² - χ = 2  ⇒  χ²-χ-2 = 0 ⇒  (χ-2)·(χ+1) = 0  ⇒  χ = 2  ή  χ = –1  

  
4. Έστω χ, ψ, z τρεις περιττοί φυσικοί αριθμοί.  

Τότε χ² + ψ² + z² είναι περιττός αριθμός   ⇒  χ² + ψ² + z² = 2ν+1 = (ν+1)² – ν²  ⇒ 
χ² + ψ² + z² + ν² = (ν+1)² . Αρκεί να δείξουμε ότι τι ν είναι περιττός. 
 χ² + ψ² + z² = (2α+1)² + (2β+1)² + (2γ+1)² = 4λ+3 = 2(2λ+1) + 1 = 2ν+1 ⇒  
ν = 2λ+1,   α, β, γ φυσικοί αριθμοί. 

5. (α)   (i)    α  β  γ  β  α  γ  γ  α  β   
         α  γ  β    β  γ  α   γ  β  α  

       άρα γράφονται με έξι διαφορετικούς τρόπους παρατηρώ ότι 1·2·3 = 6  
(ii) 1·2·3·4 = 24 διαφορετικούς τρόπους.  

(β)  Με τα ψηφία 1, 3, 6, 7 μπορούμε να σχηματίσουμε 24 διαφορετικούς 
τετραψήφιους. 
(γ)  Το ψηφίο 7 θα εμφανίζεται στους 24 αριθμούς 6 φορές μονάδα, 6 φορές 
δεκάδα, 6 φορές εκατοντάδα και 6 φορές χιλιάδα   
⇒  6[7·1000 + 7·100 + 7·10 + 7·1] = 6·7·1111 
κατά τον ίδιο τρόπο: 
το ψηφίο 6 ⇒  6×6×1111 
το ψηφίο 3 ⇒  6×3×1111 
το ψηφίο 1 ⇒  6×1×1111 
⇒  Άθροισμα των αριθμών = 6×1111× (1+3+6+7) = 6666×17=113322 
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ΔΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΕΠΙΛΟΓΗΣ «ΜΙΧΑΗΛ ΓΙΩΡΓΑΛΛΑΣ» 2000 
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 
Ημερομηνία εξέτασης      Επιμέλεια 
8 Απριλίου 2000      Γρηγόρης Μακρίδης 
Διάρκεια: 4 ώρες 30 λεπτά     Μάριος Αντωνιάδης 

Να απαντηθούν και τα πέντε θέματα 

1. Να βρεθεί σύνολο τεσσάρων διαδοχικών θετικών ακεραίων αριθμών ώστε ο 
μικρότερος να είναι πολλαπλάσιος του 5, ο δεύτερος πολλαπλάσιος του 7, ο 
τρίτος πολλαπλάσιος του 9 και ο μεγαλύτερος πολλαπλάσιος του 11. 

 
2. Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις   { }( ) ℜ→−ℜ 0:f   οι οποίες ικανοποιούν τις 

πιο κάτω σχέσεις: 

 (Ι)  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=

x
fxxf 1)(       για  0≠x  

 (ΙΙ)  )(1)()( yxfyfxf ++=+     για   yx −≠  
 
3. Έστω Δ και Ε τα μέσα των πλευρών ΑΓ και ΒΓ τριγώνου ΑΒΓ αντίστοιχα και Κ 

το μέσο του τμήματος ΑΔ. Να αποδειχθεί ότι η περίμετρος του τριγώνου ΒΕΚ 
είναι μικρότερη της περιμέτρου του τριγώνου ΑΒΔ. 

 
4. Να βρεθούν όλοι οι φυσικοί αριθμοί με την εξής ιδιότητα: όταν το πρώτο ψηφίο 

μεταφερθεί στο τέλος του αριθμού (δηλαδή στη θέση του ψηφίου των μονάδων) ο 

νέος αριθμός ισούται με  
2
13  φορές τον αρχικό. 

 
5. Έστω ΑΒΓΔΕΗ  κυρτό εξάγωνο ώστε  ΑΒ=ΒΓ,  ΓΔ=ΔΕ,  και ΕΗ=ΗΑ . Να 

αποδειχθεί ότι:   
2
3

≥
ΗΓ
ΗΑ

+
ΔΑ
ΔΕ

+
ΒΕ
ΒΓ  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

1. 1ος τρόπος 
Το Ε.Κ.Π των 5, 7, 9, 11 είναι Μ = 5·7·9·11 = 3465  
Οι αριθμοί Ρ = Μ+5,  Q = M+7, R = M+9,  S = M+11 έχουν την ιδιότητα ότι το 5 
διαιρεί τον P, το 7 τον Q, το 9 τον R και το 11 τον S. Αλλά οι P, Q, R, S δεν είναι 
διαδοχικοί εφόσον έχουν διαφορά 2.  
Επειδή όμως το Μ είναι περιττός τα P, Q, R, S είναι άρτιοι.  
Έτσι διαιρώντας με το 2 έχουμε το ζητούμενο σύνολο 1735, 1736, 1737, 1738.  

2ος τρόπος 
Έστω οι ακέραιοι χ, χ+1, χ+2, χ+3  ⇒  

1 1 1

2 2 2
2

3 3 3

4 4 4

0, 5, 6930mod5
1, 7, 4951mod 7

3
2, 9, 3852mod9
4, 11, 3153mod11

m N
m N
m N
m N

αχ
αχ

χ
αχ
αχ

= = =≡
= − = =≡ −

⇒ =
= − = −≡ −
= − = =≡ −
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Διαγωνισμός Επιλογής Β΄,Γ΄ Λυκείου  

Για 1modi i iN mχ ≡   ⇒                 2
2

2

495 1mod 7
3

5 1mod 7
χ

χ
χ

≡
⇒ =

≡
, 

3
3

3

385 1mod9
4

7 1mod9
χ

χ
χ

≡
⇒ =

≡
,           4

4
4

315 1mod11
8

7 1mod11
χ

χ
χ

≡
⇒ =

≡
. 

⇒  [ ]1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 4 4 mod 3465χ α χ α χ α χ α χ≡ Ν + Ν + Ν + Ν  

⇒  ( ) ( ) ( )0 1 ·495·3 2 ·385·4 3 ·315·8 mod 3465χ ≡ + − + − + −⎡ ⎤⎣ ⎦  

⇒    ⇒ χ ≡ (-12125)mod3465 ( )1485 3080 7560 mod 3465χ ≡ − − −

⇒   1735mod3465χ ≡   ⇒  1735, 1736, 1737, 1736  
_________ 

Ν = m1·m2·m3·m4 = 5·7·9·11 = 3438 ⇒   i
i

NN
m

=   ⇒   

1
3465 693

5
N = =   ,   2

3465 495
7

N = = ,   3
3465 385

9
N = = ,   4

3465 315
11

N = =  

 

2. 2f(χ) = 2χ 1f
χ

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 1 1f fχ
χ χ

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
   =  21 fχ

χ
⎡ ⎤⎛ ⎞
+⎢ ⎥⎜ ⎟

⎝ ⎠⎣ ⎦
  =  21

2
f χχ

χ
⎡ ⎤⎛ ⎞+ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

     

  =  2
2

f χχ ⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 
2 2

f fχ χχ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 = ( )1 fχ χ+ +⎡ ⎤⎣ ⎦   ⇒   f(χ) = χ+1  

     Έλεγχος επιβεβαίωση 

     (i)  ( ) 1 11 1 1 ·f fχ χ χ χ χ
χ χ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

     (ii)   ( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1 1f f fχ ψ χ ψ χ ψ χ ψ+ = + + + = + + + = + +  
 
3.  

Έστω Λ το μέσο της ΑΒ και Μ το μέσο της ΒΔ. 

Τότε το ΔΛ = 1
2
ΒΓ = ΒΕ.  

Ε Δ 

Γ 

BA 
Λ 

ΜΚ 

Στο τρίγωνο ΓΑΒ έχουμε ΔΕ=
1
2
ΑΒ 

Στο τρίγωνο ΔΑΒ έχουμε ΚΜ=
1
2
ΑΒ    ⇒  ΔΕ=//ΚΜ  

⇒  ΚΜΕΔ # ⇒ ΜΕ=//ΚΔ  
Δεδομένο : ΚΔ=ΑΚ και Α,Κ,Δ συνευθειακά ⇒ 
ΜΕ=ΑΚ και ΜΕ//ΑΚ ⇒ ΑΜΕΚ #  και ΚΕ=ΑΜ 

Δ

ΑΒΔ   
Δ

ΒΕΚ  

  ΑΒ    ΒΕ = ΔΛ  (διάμεσος του 
Δ

ΑΒΔ  στο ΑΒ)  

  ΑΔ    ΒΚ  (διάμεσος του 
Δ

ΑΒΔ  στο ΑΔ) 

  ΒΔ    ΕΚ = ΑΜ (διάμεσος του 
Δ

ΑΒΔ  στο ΒΔ)  

Άρα ΒΕ+ΒΚ+ΕΚ ισούται με το άθροισμα των διαμέσων του τριγώνου  
Δ

ΑΒΔ
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Διαγωνισμός Επιλογής Β΄,Γ΄ Λυκείου  

α 
β 

γ 

μγ

α β 

• Είναι γνωστό ότι το άθροισμα των διαμέσων οποιουδήποτε τριγώνου είναι 
μικρότερο της περιμέτρου του τριγώνου.  

   
( ) ( )

2
2 2 2
2

γ

β α β γ

α

α β γ

μ α β
μ α γ μ μ μ α β γ
μ β γ

μ μ μ α β γ

< + ⎫
⎪< + ⇒ + + < + + ⇒⎬
⎪< + ⎭
⇒ + + < + +

 
 
 
4.  (1) 153846153846153846 ...

Προφανώς επειδή ο αριθμός έχει τον ίδιο αριθμό ψηφίων όταν πολλαπλασιάζεται 
με 3,5 , πρέπει να αρχίζει με τους αριθμούς 1 ή 2.  
1η περίπτωση:    Ο αριθμός είναι στη μορφή  10Ν + Α,  Α < 10Ν

Έτσι 
( )( )
7·10 27· 10 10 1

2 13

N
N A A A

−
+ = + ⇒ =  

Οι δυνάμεις του 10 επαναλαμβάνονται με περίοδο  ( )6 mod13 10,9,12,3, 4,1 έτσι 

Α θα είναι ακέραιος εάν ( )5 mod 6Ν ≡ . Αυτό μας δίνει την οικογένεια λύσεων (1)  
2η περίπτωση :   Ο αριθμός είναι στη μορφή  2·10Ν + Α  ,   Α < 10Ν  

Αυτό όπως και προηγουμένως ,  
( )14·10 4

13

N

A
−

= .  

Αλλά επειδή Α < 10Ν , έχουμε  10Ν < 4,  το οποίο είναι αδύνατο.  
 

Ζ 

Ε 

Δ

Γ 
Β

Α γ 

β 
α 

5. Συμβολίζουμε :  ΑΓ=α, ΓΕ=β, ΑΕ=γ 
Από την ανισότητα Πτολεμαίου για το 
τετραπλευρο ΑΓΕΗ έχουμε: 
 ΑΓ·ΕΗ + ΓΕ·ΑΗ > ΑΕ·ΓΗ . 
Επειδή ΕΗ = ΑΗ, έχουμε α·ΕΗ + β·ΑΗ > γ·ΓΗ 

⇒ ΑΗ(α+β) > γ·ΓΗ ⇒  AH γ
α β

≥
ΓΗ +

  

Ομοίως έχουμε  β
γ α

ΔΕ
≥

ΔΑ +
  και  α

β γ
ΒΓ

≥
ΒΕ +

 

Προσθέτωντας έχουμε: 
α β γ

β γ γ α α β
ΒΓ ΔΕ ΑΗ

+ + ≥ + +
ΒΕ ΔΑ ΓΗ + + +

3α β γ α β γ α β γ
α β γ α α β
+ + + + + +

≥ + +
+ + +

−   

( ) ( ) ( )2 2 21 3
2

α β γ α β γ α β γ
α β γ α β γ
+ + + + + +⎡ ⎤

≥ + +⎢ ⎥+ + +⎣ ⎦
−   

( ) ( ) ( )1 1 1 1 3
2

α β β γ γ α
α β γ α β γ
⎡ ⎤

≥ + + + + + + + −⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦ + + +⎣ ⎦
 1 3·9 3

2 2
≥ − =      

Χρήση ( ) 21 1 1 3z
z

χ ψ
χ ψ

⎛ ⎞
+ + + + ≥⎜ ⎟

⎝ ⎠
  Ανισότητα Causy - Swhartz 
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Ιούνιος 21 – 25, 2000, Ohrid, FYROM  Επιμέλεια: Ανδρέας Φιλίππου 
Διάρκεια εξέτασης : 4 ώρες και 30 λεπτά         Νίκος Ηλία  
 
Πρόβλημα 1  Οι ακέραιοι x και y είναι τέτοιοι ώστε x³ + y³ +(x+y)³ + 30xy = 2000. 
Να αποδείξετε ότι   x + y = 10.   
 
Πρόβλημα 2  Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι αριθμοί n,  n > 1, για τους οποίους ο 
αριθμός n²+3n είναι τετράγωνο ακεραίου αριθμού. 
 
Πρόβλημα 3  Ένα ημικύκλιο με διάμετρο EF πάνω στην πλευρά BC ενός τριγώνου 
ABC εφάπτεται στις πλευρές AB και AC στα σημεία Q και P, αντίστοιχα όπως 
φαίνεται στο παρακάτω σχήμα. Να αποδείξετε ότι το σημείο τομής Κ των ΕΡ και FQ 
ανήκει στο ύψος του τριγώνου ABC από την κορυφή Α.  

Πρόβλημα 4  Σε ένα τουρνουά αντισφαίρισης (tennis) που έγινε σε μια καλοκαιρινή 
κατασκήνωση ο αριθμός των αγοριών που συμμετείχαν ήταν διπλάσιος από των 
αριθμών των κοριτσιών που συμμετείχαν. Κάθε δύο από τους συμμετέχοντες έπαιξαν 
μεταξύ τους μόνο μια φορά και κανένα παιχνίδι δεν έληξε με ισόπαλο αποτέλεσμα. Ο 
λόγος του συνολικού αριθμού των νικών που πέτυχαν τα κορίτσια προς τον συνολικό 

αριθμό των νικών που πέτυχαν τα αγόρια ήταν 
5
7 . Πόσα παιδιά συμμετείχαν στο 

τουρνουά;  
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Πρόβλημα 1   

x³ + y³ +(x+y)³ + 30xy = 2000    Θέτουμε x + y = s, xy = p ⇒  
⇒ s³ - 3ps + s³ + 30p = 2000 ⇒  2s³ - 3ps + 30p – 2000 = 0  ⇒   
⇒ 2(s³ - 1000) – 3p(s – 10) = 0 ⇒  2 (s – 10)(s² + 10s + 100) – 3p(s – 10) = 0  
⇒ (s – 10)(2s² + 20s +200 – 3p) = 0  (1) 
⇒ s – 10 = 0 ⇒   s = 10  ή   2s² + 20s + 200 – 3p = 0  

1ος τρόπος   2s² + 20s + 200 – 3p = 0  ⇒ 
3

200s20s2p
2 ++

=   (2) 

Αν η προηγούμενη εξίσωση δέχεται ακέραιες λύσεις τότε υπάρχει ακέραια λύση της 
( s0 , p0 )  τέτοια ώστε 0 < s0 <  3 

s0 = 0  ⇒ 
3

200p = ∉ Z ,   s0 = 1 ⇒  
3

222p = ∉ Z ,  s0 = 2 ⇒  
3

248p =  ∉ Z 

Άρα δεν υπάρχουν ακέραιες λύσεις της (2) 
Άρα η μοναδική λύση της (1) είναι s = 10  δηλαδή  χ + ψ = 10.  
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2ος τρόπος  2s² + 20s + 200 – 3p = 0 ⇒ (x+y)2 + 20(x+y) + 200 – 3xy = 0  
2x² + 2y² + xy + 20x + 20y + 200 = 0    
⇒  2x²+(y+20)x + (2y²+20y+200) = 0  (3) 
Δ = (y+20)² - 8(2y²+20y+200) ⇒  Δ = y² + 40y + 400 – 16y² – 160y –1600  ⇒  
Δ =  -15y² – 120y – 1200 ⇒ Δ = –15 ( y² + 8y + 80 ) < 0 
Δ΄ = 8² - 4·80 ⇒  Δ΄ < 0 ⇒  Δ < 0 ⇒ 2x² + 2y² + xy + 20x + 20y + 200 ≠ 0 
Άρα η μοναδική λύση της (1) είναι s = 10  δηλαδή  χ + ψ = 10.  

 
Πρόβλημα 2

Έστω = m²  ,  m ∈ Z  (m>0 , χ.π.τ.γ) n2 3n +
⇒  = ( m – n ) ( m + n )   , όπου 0 < m – n < m + n 22n nm3 −=
m – n, m+n ∈ και n πρώτος αριθμός υπάρχουν οι πιο κάτω περιπτώσεις:  
• m – n = 1 και  m + n = ⇒  2n = – 1  (1) n3 n3

 n=1 ⇒ 2·1 = 31 – 1,  Ισχύει 
 Εάν n > 1 έχουμε  = (  > 1 + 2n  ⇒ 3n3 )n21+ n – 1 > 2n , αδύνατο από (1)  

• m – n =  και  m + n =  , 1 n3 kn3 − <  k < n – k ,  
⇒ 2n = 3 3 ( )23 3 1n k k k n k− −= −    (2)   k > 1 και  n – 2k >0.  −

 n – 2k = 1 ⇒ n = 3k ή  2k+ 1 = 3k  ⇒   k=1,  n =3 

 Έστω n – 2k > 1     
( )2

⇒ 23 1n k− >
Από την (2) ⇒ 3 = πολ2 ⇒ n / 32 1n k− − k ⇒ 3k = tn,   *t∈  

 ( ) ( )2 23 1 2 2 3 1 2 2n k n kn k n k− −> + − ⇒ − > − > 2  

 ( ) ( )23 3 1 2·3 2, 2k n k k tn n−⇒ − > > ≥  

 ⇒ (2) δεν αληθεύει.  
Έτσι έχουμε τη λύση n = 1 ή  n = 3 . 
 

Πρόβλημα 3
Φέρνουμε ΚΗ ⊥ BC. Για να αποδειχθεί ότι τα 
σημεία Α,Κ,Η είναι συνευθειακά είναι ικανό να 
πληρούνται οι παρακάτω συνθήκες : 

(1) PÔAPĤK =  , Ο το κέντρο του 
ημικυκλίου 

(2) Τα σημεία Α,P,O,H ανήκουν 
στον ίδιο κύκλο.  

 
 
 
 

Στο τετράπλευρο EFPQ  ισχύει: 
2

QPPF̂QPÊQ   (1)  (γωνιές που βαίνουν στο ίδιο 

τόξο) 

==

( )
KĤQKÊQ/FPQ

ύί(90KQ̂E

ή90KĤE
0

0

=⇒⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=
νοεγΕ

κλιοημικσενειβα

κατασκευ
  (2) 
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( )
( )

PF̂Kˆ/KHFP
ύί90EP̂F

ή90KĤE
=⇒⇒

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

°=

°=
ΡΗΚνοεγ

κλιοημικσενειβα

κατασκευ
  (3) 

(1) ∧ (2) ∧ (3) ⇒   PF̂KPĤKKĤQKÊQ ===

Συγκρίνω τα τρίγωνα ,      
Δ

ΑQO
Δ

APO
( )
( )
( )

ΔΔ

κλουκνεςατ
ματατμμεναεφαπτ

πλευρκοιν
APOAQO

ύίPOQO
ήόAPAQ

άήAOAO
=⇒

⎪⎭

⎪
⎬

⎫

=
=
=

⇒ 
2

QPPÔAAÔQ ==  

⇒ PÔAPĤK =  
PÔAPĤK = ⇒ 2· PĤK =2· PÔA ⇒ = PĤQ PÔQ  

( )
( ⎭

⎬
⎫

−°=
−°=

νηεφαπτομναακτ
νηεφαπτομναακτ
έί90AQO
έί90OP̂A

)
⇒ OPAQ εγγεγραμμένο σε κύκλο (c)       ⇒  

το σημείο Η ανήκει στον κύκλο (c)   
Οι δύο συνθήκες ισχύουν άρα το ύψος ΑΗ περνά από το σημείο Κ.  
 
2ος τρόπος 

Φέρνουμε την κάθετη από το Κ προς την BC. H κάθετος τέμνει την ΑΒ στο σημείο Ζ. 
Θα δείξουμε ότι η ευθεία ΖΡ είναι εφαπτομένη του κύκλου. 
Η EQ τέμνει την HΖ στο σημείο Ν .  
QEHK εγγράψιμο ⇒  (εξωτερική – απέναντι εσωτερική)  (1)  HÊQQK̂Z =

HÊQEQ̂Z = (γωνία υπό χορδής και εφαπτομένης)  (2) 
(1) ∧ (2)  ⇒  HÊQKQ̂ZQK̂Z == ⇒  ZQ = ZK  (3) 

Δ
NQK ορθογώνιο ⇒ QA διάμεσος ⇒ ZQ = ZK = ZN   
Η FP περνά από το σημείο Ν ( διότι αν έτεμνε την EQ στο Ν΄ τότε στο τρίγωνο Ν΄EF 
ύψη θα ήταν ΕP, FQ, και Ν΄ΚΗ η οποία δεν είναι ευθεία)  
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HP̂ZPK̂ZέZEPZEPZ
άPZ

ώNPE =⇒⇒=⇒
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

ςισοσκελ
μεσοςδι

νιοορθογ Δ
Δ

 

KHFP  εγγράψιμο  ⇒  HF̂PPK̂Z = (εξωτερική εγ/νου τετραπλεύρου)  
⇒ HF̂PKP̂Z = ,  επειδή HF̂P εγγεγραμμένη, EP χορδή ⇒ ZP εφαπτομένη ⇒ Ζ≡Α 

ο.ε.δ.  
 

Πρόβλημα 4 

Έστω χ ο αριθμός των κοριτσιών και ψ = 2χ ο αριθμός των αγοριών  
και α οι νίκες των κοριτσιών εναντίων των αγοριών. 
Τα αγόρια παίζουν με τα κορίτσια χ·ψ φορές δηλαδή  χ·2χ = 2χ² παιχνίδια. 
Τα αγόρια παίζουν έκαναν β =2χ² - α νίκες ,  2χ² - α > 0 ⇒  2χ² > 0 
Ο συνολικός αριθμός των νικών που πέτυχαν τα κορίτσια ισούται με το άθροισμα του 
αριθμού των νικών που πέτυχαν τα κορίτσια εναντίον κοριτσιών με τον αριθμό των 
νικών που πέτυχαν τα κορίτσια εναντίον των αγοριών.  
Οι νίκες κοριτσιών σε κορίτσια ισούται με τον αριθμό των παιχνιδιών μεταξύ τους (στα 

παιχνίδια μεταξύ κοριτσιών κερδίζει πάντοτε κορίτσι)  δηλ. ( )
2

1−χχ  

Άρα ο συνολικός αριθμός των νικών των κοριτσιών ισούται με  ( )
2

1−χχ  +  α  

Ο συνολικός αριθμός των νικών των αγοριών ισούται με ( )
2

122 −χχ + (2χ² - α) =    

2χ² - χ +2χ² - α = 4χ² - χ – α  

⇒ 

( )

5
7

4
2

1

2 =
−−

+
−

αχχ

αχχ

⇒  
5
7

228
2

2

2

=
−−
+−

αχχ
αχχ

⇒ 56χ² - 14χ – 14α = 5χ² - 5χ +10α ⇒  

⇒ 51χ² - 9χ – 24α = 0 ⇒  17χ² - 3χ – 8α = 0 ⇒  16χ² + (χ² - 3χ) = 8α    
2χ² > α ⇒ 16χ² > 8α  

⇒      χ² - 3χ < 0 ⇒  χ(χ – 3) < 0 ,   χ > 0 ,  χ ∈Ν  ⇒   0 < χ < 3   ⇒  χ∈ {1,2,3} 
16χ² + (χ² - 3χ) = 8α  ⇒  8 / χ² - 3χ ,     χ∈ {1,2,3}  ⇒  χ = 3  και  ψ = 6. 
Άρα ο συνολικός αριθμός των παιδιών είναι 9.  
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Μάιος 3 – 9, 2000, Chişinău, Μολδαβία 

                                          Επιμέλεια: Ανδρέας Φιλίππου  
                                                                        Θεόκλητος Παραγιός                    

Διάρκεια εξέτασης:  4 ώρες 30 λεπτά               

Πρόβλημα 1.  Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις f:  που ικανοποιούν τη σχέση →
( ) ( )( ) ( )( ) yxfyfxxff 2 +=+ , για όλους τους πραγματικούς αριθμούς χ και ψ.  

                      (Αλβανία) 
 
Πρόβλημα 2.  Δίνεται μη ισοσκελές οξυγώνιο τρίγωνο ABC και έστω Ε ένα 
εσωτερικό σημείο της διαμέσου AD. Το σημείο F είναι το ίχνος της κάθετης που 
άγεται από το Ε προς την ευθεία BC. Θεωρούμε ένα εσωτερικό σημείο Μ του 
ευθυγράμμου τμήματος EF και έστω N και P είναι τα ίχνη των καθέτων που άγονται 
από το σημείο Μ προς τις ευθείες AC και ΑΒ, αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι οι 
ευθείες που περιέχουν τις διχοτόμους των γωνιών PMN και PEN δεν έχουν κοινά 
σημεία.           (FYROM) 
 
Πρόβλημα 3.  Να βρεθεί ο μέγιστος αριθμός των ορθογωνίων με διαστάσεις 1 και 
10 2 ,  που είναι να αποκοπούν από ένα ορθογώνιο με διαστάσεις 50 και 90, 
χρησιμοποιώντας ως τομές ευθείες παράλληλες προς τις πλευρές του αρχικού 
ορθογωνίου.           (Γιουγκοσλαβία) 
 
Πρόβλημα 4.  Λέμε ότι ένας θετικός ακέραιος r είναι μια δύναμη, αν έχει τη μορφή  

, όπου t και s είναι ακέραιοι,  t str = > 2 , s > 2. Να αποδείξετε ότι για κάθε θετικό 
ακέραιο n υπάρχει ένα σύνολο Α με στοιχεία θετικούς ακέραιους, το οποίο ικανοποιεί 
τις συνθήκες: 

1. Το σύνολο Α έχει n στοιχεία 
  2.   Κάθε στοιχείο του συνόλου Α είναι μια δύναμη. 

  3.  Για κάθε r1, r2, … , rk  (2 < k < n ) από το Α ο αριθμός 
k

rrr k21 +++ …  είναι μια 

δύναμη.                    (Ρουμανία) 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ                            

ΠΡΟΒΛΗΜΑ   1.      

Δίνεται ( ) ( )( ) ( )( ) yxfyfxxff 2 +=+      (1) 
Θα αποδείξουμε πρώτα ότι  f(f(y)) = y ,    y∀ ∈ . 

Για   x = 0   
( )1

⇒ ( )( ) ( )( )2
0f f y f y= + ,    y∀ ∈         (2) 

Θέτοντας στην (2) ⇒( )( )2
0y f= − ( )( )( )2 0 0f f f− = ,⇒  

. ( ) ( )2
0 :f fβ β∃ = − ∈ =⎡ ⎤⎣ ⎦ 0

Επομένως η αρχική σχέση για x =β γίνεται f(f(y)) = y,   y∀ ∈      (3) 

Αντικαθιστώντας το x με f(x)  
( )1

⇒ ( ) ( )( ) 2f xf x f y yx+ = + ,   ,x y∀ ∈    (4) 
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( ) ( )3 4∧ ⇒( )2
( ) yf x + 2 yx= + , ,x y∀ ∈  ⇒ ( )2 2( )f x x= ,  x∀ ∈  (5)                

Για x = 1     f(1) = 1  ή   f(1) = -1. 
( )5

⇒

i) Aν f (1) = 1  f (1+f (y)) =1 + y, 
( )1

⇒ y∀ ∈  

    H (5) θέτοντας όπου x το 1+f (y) ⇒ ( ) ( )
2 21 ( )(1 ( ) f yf f y = ++ ⇒ 

( ) ( )221 1 ( )y f y⇒ + = + 2 21 2 1 ( ) 2fy yy f⇒ + + = + + (y)   και λόγω της (5)   έχουμε  ότι   
f(y) = y,   .  y∀ ∈

ii) Αν f (1) = -1 ⇒  f (f (y)-1) =1 + y, 
( )1

y∀ ∈  

      H (5) θέτοντας όπου x το f (y)-1 ⇒ ( ) ( )
2 2( ) 1( ( ) 1 f yf f y = − ⇒−  

     και  λόγω της  (5)   ( ) ( )2 21 ( ) 1y f y+ = − ⇒ 2 21 2 1 ( ) 2f(y)y yy f+ + = + −
      έχουμε ότι  f(y) =- y,  ∀ ∈  y

Άρα, κάθε  λύση  της  δοσμένης  εξίσωσης   έχει    μια  από τις  παρακάτω   μορφές: 
   1) f: R→R, f (x) = x               2) f: R→R,  f (x) = -x     x∀ ∈ x∀ ∈  

    Επαλήθευση   
( ) ( )( ) ( )( ) yxfyfxxff 2 +=+      

i) f(x) = x  ⇒  ( )( ) 2f x x f y x y⋅ + = + ⇒ ( )2 2f x y x y+ = +  Ισχύει 

ii) f(x) = –x  ⇒  ( ) ( )( ) 2f x x f y x⋅ − + = + y⇒ ( ) ( )2 2f x y x y− − = − − −   Ισχύει 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ  2.   

 
 
 
Φέρουμε  το  ύψος  ΑΑ1 . Αφού  το τρίγωνο ΑΒC είναι ένα μη ισοσκελές   οξυγώνιο 
τρίγωνο  έπεται ότι  Α1∈(ΒC) και Α1 ≠D.Επίσης η προβολή του Ε∈(ΑD) πάνω στην 
ευθεία  BC είναι ένα εσωτερικό σημείο  του τμήματος  DA1. Άρα, F∈(ΒC)  και F≠D. 
Θεωρούμε  την  ευθεία  (ε) // ΒC  και  έστω  C1   και  B1  τα σημεία τομής της   με  τα  
AC  και AB  αντίστοιχα. 
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Αφού B1C1  // BC   και  EF ⊥ BC , τότε   EF ⊥ B1C1   και  επειδή  Ε  είναι μέσο του 
τμήματος B1C1 , το τρίγωνο Μ B1C1 είναι ισοσκελές και 1EB C = 1EC M     (1) 

Επειδή  1MNC  = 1C EM = 90°, τα  σημεία  M ,N ,E , C1  είναι πάνω στον ίδιο  κύκλο 

με διάμετρο  ΜC1. Άρα  1EC M  =    (2) ENM
Επειδή   1B PM = 1B EM =90° , τα  σημεία  M ,P ,E , B1 είναι πάνω στον ίδιο κύκλο με 

διάμετρο  ΜBB1. Άρα  1EB M =      (3) EPM

Από  τις   (1), (2) και (3) ⇒  =     (4). ENM EPM
Έστω EQ και ΜΗ οι ευθείες που περιέχουν τις διχοτόμους των γωνιών και 

. 
PEN

PMN
i) Αν  υποθέσουμε  ότι οι ευθείες EQ και  ΜΗ ταυτίζονται  τότε  έχουμε  ΡΜ = ΜΝ  

και  ΑD  είναι διχοτόμος της  γωνίας  Α του  τριγώνου ABC. Τότε το τρίγωνο 
ΑΒC είναι ισοσκελές , άτοπο  από την υπόθεση  άρα οι ευθείες  EQ και ΜΗ δεν  
ταυτίζονται.  

ii) Aν MN∩EQ ={K}και PM∩EQ ={L}, τα  τρίγωνα  NEK  και PEL είναι  όμοια, 
άρα   MKL  = . KLM
Έστω  Ε∉(PN). Διακρίνουμε  δύο περιπτώσεις: 
α) Αν το τετράπλευρο   PMNE  είναι μη  κυρτό (Σχήμα  2) ,τότε   

       MKL  + KLM = και έχουμε =PMH KLM
2
1 PMN = PMH .  Άρα  EQ//MH. 

      β) Αν   το  τετράπλευρο PMNE  είναι   κυρτό (Σχήμα  3) ,τότε 
     MKL  = KLM = . Άρα  EQ//MH. PMH
Αν  Ε∈(NP)  , τότε  οι διχοτόμοι  των  γωνιών  PMN  και  PEN  είναι 
κάθετες πάνω στην ευθεία  NP.Επομένως EQ//MH. 
                                                                                                                               
ΠΡΟΒΛΗΜΑ  3.   

Υποθέτουμε ότι το ορθογώνιο ABCD είναι τοποθετημένο σε ένα ορθογώνιο 
σύστημα  αξόνων   έτσι  ώστε  οι κορυφές  του  να  έχουν τις συντεταγμένες   A(0,0),  
B(0,50), C(90,50)  και  D(90,0). (Σχήμα  4) 

50 60 70 D(90,0)20 10 40 30 

50 
40 

30 

20 

10 

Χ 

Υ 

Α(0,0 Α(60 2 ,

F(60 2 ,5 C(90,50) Β(0,50

Το ορθογώνιο μπορούμε να το χωρίσουμε σε 50 λωρίδες  διαστάσεων 1×90, 
φέρνοντας ευθείες παράλληλες προς την πλευρά  AD. Σε  κάθε   μια   από  αυτές  τις  
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λωρίδες   μπορούμε  να  τοποθετήσουμε    6 ορθογώνια  με  διαστάσεις   1× 210 , 
και  περισσεύει ένα  κομμάτι  λωρίδας  μήκους   90-(6× 210 ) =90-60 2 . 
Ας  ονομάσουμε   EFCD   το  ορθογώνιο που  περισσεύει  από   το  αρχικό   ABCD  
μετά την  παραπάνω  τοποθέτηση. Οι  κορυφές  του EFCD  έχουν   συντεταγμένες :  
Ε(60 2 ,0)  , F(60 2 ,50)  , C(90 ,50) και  D(90 ,0).Το   ορθογώνιο EFCD το  
χωρίζουμε   σε  5  λωρίδες   κάθετες  στην  AD .Σε  κάθε μια  από αυτές  τις λωρίδες  
μπορούμε να  τοποθετήσουμε  3  ορθογώνια  με  διαστάσεις   1× 210 . 
Άρα  όλα  τα ορθογώνια με  διαστάσεις   1× 210  που μπορούμε να  τοποθετήσουμε  
στο  ΑΒCD  με  την παραπάνω  διάταξη  είναι: (6×50) + (3×5) = 315  ορθογώνια. 
Τώρα  πρέπει  να αποδείξουμε  ότι  πράγματι  το  315  είναι  ο  μέγιστος  αριθμός  
των ορθογωνίων. 
Θεωρούμε  την  οικογένεια  των  ευθειών: 
  210yx =+ , 220yx =+  , 230yx =+ ,…, 2n10yx =+ ,..       (1) 
Παρατηρούμε  ότι  το άθροισμα  των μηκών  των ευθυγράμμων  τμημάτων  που  
αποκόπτουν αυτές οι ευθείες  από ένα τυχαίο ορθογώνιο με πλευρές παράλληλες  
προς τους άξονες  των συντεταγμένων είναι 2 . 
 
Εξηγούμε  αυτόν το ισχυρισμό με δύο παραδείγματα: 
1)Αν  μία μόνο ευθεία  της οικογένειας  (1)  τέμνει  ένα ορθογώνιο: 

 

                  s 

Ε 

χ 10 2      

 

10 2      

ψ 

χ+ψ=10 2  

Ο 

Κ 

Η 

Στο διπλανό σχήμα οι συντεταγμένες    των 
σημείων Κ, Ε , Η είναι:  
Κ(10 2 -10 ,10),     Ε(10 2 -10 , 9)    και  
Η(10 2 -9,9).  
Άρα το μήκος ΚΗ=s = 2    . 
 
 
 
 
 
 

2) Aν  δύο  ευθείες  της  οικογένειας  (1) τέμνουν ένα  ορθογώνιο: 

Από  το διπλανό σχήμα είναι εύκολο να 
δούμε  ότι τα τμήματα t και m είναι ίσα. 

                 
s

 

m 
S 

R 

χ+ψ=10 2  

20 2  10 2  

χ+ψ=20 2  

10 2  t s 

P 

15 

14 

20 2  

O 

y 

x 

 
Οι  συντεταγμένες  των   R , S  και   P  είναι: 
R (20 2 -15 , 15)  , S (20 2 -15 , 14) και 
P(20 2 -14 , 14).  
 
Άρα   έχουμε       t + m = t+s = 2 . 
 
 
 
 

Το συνολικό μήκος των ευθ. τμημάτων που αποκόπτονται από την οικογένεια των 
ευθειών  (1) από το  αρχικό ορθογώνιο είναι: 1 2 ...S S S9+ + + = 570 2 – 360 
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(υπολογίζετε  εύκολα  με  χρήση  αναλυτικής  γεωμετρίας).  (Σχήμα  4). 
Επομένως  ο μέγιστος αριθμός των ορθογωνίων  1× 210  δεν είναι μεγαλύτερος  από 

  [ ] 3152180570
2

3602570
=−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −  . 

Άρα   δεν  μπορούμε να κόψουμε  περισσότερα από 315 ορθογώνια 
1× 210   χρησιμοποιώντας  κοψίματα  παράλληλα προς τις πλευρές του αρχικού 
ορθογωνίου. 
 
ΠΡΟΒΛΗΜΑ  4.  

Πρώτα   θα  αποδείξουμε  με επαγωγή  πάνω στο  n  την  πρόταση : 
 «Για κάθε  υπάρχει ένας θετικός ακέραιος d τέτοιος ώστε οι αριθμοί  1n ≥
d , 2d , ……, nd  , να  είναι  δυνάμεις.» 
Για n =1 και n=2 θεωρούμε d = 2² και τότε 2 , 2   είναι δυνάμεις. 2 3

Υποθέτουμε ότι η πρόταση είναι αληθής για n, δηλαδή ότι υπάρχει d τέτοιος ώστε   
· is

ii d t=   (1)  για  κάθε   i = 1,2,3, … n  με   ti > 2, si > 2 .  
Θα  αποδείξουμε  ότι και  ο  (n+1)d  είναι δύναμη. 
Ονομάζουμε m=E.K.Π ( )1 2, ,..., ns s s  και παίρνουμε για n+1 τον αριθμό     

   (2). ( ) d1nD 1mm +⋅+=

Θα  δείξουμε  ότι  για κάθε     ο αριθμός  i⋅D  είναι  δύναμη n,.......,3,2,1i =
Πράγματι έχουμε: 

( ) ( )
( )

( )( )
1

· · 1 · · 1 · 1 ·
i

i i

smmm sm s
i ii D i n d d t n d t n d⎡ ⎤

= + = + = +⎡ ⎤ ⎢ ⎥⎣ ⎦
⎣ ⎦

, για 1 i n≤ ≤ . 

Και  για  n+1  έχουμε: ( ) ( ) ( ) ( )( ) 111 · 1 · 1 · 1 ·
mm mn D n n d n d
+++ = + + = +  

Άρα  αποδείξαμε  ότι  για  κάθε   υπάρχει    ένας  θετικός  ακέραιος   d  τέτοιος   
ώστε  οι   αριθμοί    d , 2d , ……, nd  , να  είναι  δυνάμεις. 

1n ≥

Μπορούμε να εφαρμόσουμε λοιπόν την πρόταση για  n⋅n!, δηλαδή υπάρχει ένας  
αριθμός  d  τέτοιος  ώστε   οι  αριθμοί   d , 2d , ……, n⋅n!⋅d είναι δυνάμεις. 
 
Τώρα για το ζητούμενο σύνολο Α μπορούμε να πάρουμε το: 
 Α ={n!⋅d , 2⋅d⋅n!,…….., n⋅n!⋅d}. 
Είναι  φανερό  ότι  ⏐Α⏐= n   και ότι  κάθε  στοιχείο του  Α  είναι  μια 
δύναμη  .Δηλαδή  το  Α  ικανοποιεί  τις συνθήκες   1  και  2. 
Για  την  συνθήκη   3  έχουμε:  Για  κάθε  1 2, ,..., kr r r ( )1 k n≤ ≤   από το Α μπορούμε 
να γράψουμε  όπου   · !i ir a n d= nα1 i ≤≤  , 1,2,...,i k∀ = . 

Τότε ( )1 2
1 2

... ! · ·k
k

r r r n a a a d t d
k k

+ + +
= + + = ∈  όπου ( )1 2

!
k

n a a a
k

+ +  είναι 

ένας ακέραιος αριθμός. 

Αφού    έχουμε 1 2 ·ka a a n k+ + ≤ ( )1 2
! · ·k

n nt a a a n
k k

= + + ≤
! k  άρα  ,    

και ο  αριθμός  

· !t n n≤

1 2 ... kr r r
k

+ + +
 είναι μια  δύναμη. 

Επομένως  το  σύνολο  Α ικανοποιεί  όλες  τις  δοσμένες  συνθήκες . 
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΛΥΚΕΙΩΝ (Λ.Ε.Μ.)

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ             Ιούνιος 2000 
Συνδυασμός :  Σ1 ,  Σ4 ,  Σ5             Χρόνος :  2 ώρες και 30 λεπτά 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄  

Να απαντήσετε σε 12 μόνο από τις 15 ερωτήσεις 

1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης :  ψ = 3χ² + χ – 8  

2. Να βρείτε τη γενική λύση της τριγωνομετρικής εξίσωσης :  συν2χ = 
2
3  

3. Να υπολογίσετε τις τιμές των : (α) 5!  (β)  (όπου  οι διατάξεις των 4 
πραγμάτων ανά 3) 

4
3Δ

4
3Δ

 
4. Ο Γιάννης στάθμευσε παράνομα και γι’ αυτό πήρε κλήση για να πληρώσει £13 

πρόστιμο. Επειδή όμως καθυστέρησε να το πληρώσει, κατά την εξόφληση, 
υποχρεώθηκε να πληρώσει πρόστιμο 50% επί πλέον πάνω στο αρχικό ποσό. Πόσα 
πλήρωσε ο Γιάννης; 

 
5. Ένας κύβος έχει όγκο 125 cm³. Να βρείτε : 

(α)  Το μήκος της ακμής, α, του κύβου,   (β)  Το εμβαδόν της ολικής του 
επιφάνειας.  

 

110° 

Ελληνικά 
Τραγούδια 

120° 

Ξένα 
Τραγού- 
δια 

Κλασσική 
Μουσική 

6. Το διπλανό κυκλικό διάγραμμα παριστάνει τις 
πωλήσεις δίσκων ενός καταστήματος την 
περασμένη εβδομάδα. Αν το κατάστημα πώλησε 
504 δίσκους, να βρείτε πόσους πώλησε με ελληνικά 
τραγούδια, πόσους με ξένα και πόσους με κλασσική 
μουσική.  

 
 
7. Ο Γιώργος επιλέγει τυχαία ένα από τα γράμματα της λέξης « ΚΕΡΜΑ». Σε μια 

τέτοια ενέργεια θεωρείται ότι εξίσου δυνατό να επιλέξει οποιοδήποτε από τα 
γράμματα.  
(α)  Να γράψετε το δειγματικό χώρο αυτού του πειράματος τύχης.  
(β)  Να βρείτε την πιθανότητα το γράμμα που επιλέγεται να είναι φωνήεν.  

 
8. Η βροχόπτωση σε εκατοστά για μια σειρά χρόνων σε μια περιοχή ήταν όπως 

φαίνεται πιο κάτω: 
Έτος 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986 1987 
Ύψος 

βροχόπτωσης 10 12 8 15 11 14 17 9 

 
Να υπολογίσετε τη μέση τιμή (αριθμητικό μέσο) και την τυπική απόκλιση (κατά 
προσέγγιση εκατοστού ) του ύψους της βροχόπτωσης γι’ αυτή τη χρονική περίοδο. 

 
9. Τετραγωνική πυραμίδα έχει ύψος 4 cm και εμβαδόν βάσης 36 cm². Να βρείτε :  

(α) Τον όγκο της πυραμίδας   (β) Το παράπλευρο ύψος της  (γ) Το εμβαδόν της 
ολικής επιφάνειας της.  
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10. Ο Κώστας τόκισε  £10 000 προς 5% με απλό τόκο για 6 μήνες. Στο τέλος αυτής 
της περιόδου χρειάστηκε τις £2000, καθώς και τους τόκους της εξαμηνίας. Το 
υπόλοιπο ποσό το κατέθεσε και πάλι προς 6% για 2 χρόνια με απλό τόκο. Να 
βρείτε πόσους συνολικά τόκους πήρε στην περίοδο των 2 ½ χρόνων;  

 
11. Το εμβαδόν της κυρτής επιφάνειας ενός ορθού κυκλικού κώνου είναι 60π cm²  και 

η ακτίνα είναι τα 
5
3 της γενέτειρας του. Να βρείτε:  (α)  Το εμβαδόν της βάσης του 

κώνου. (β)  Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του.   (γ)  Τον όγκο του.  
 
12. Ο μέσος όρος του βάρους 7 μαθητών είναι 45 κιλά και ο μέσος όρος του βάρους 8 

παικτών μιας καλαθοσφαιρικής ομάδας είναι 90 κιλά. Πόσος είναι ο μέσος όρος 
του βάρους των 15 ατόμων που αναφέρονται στο πρόβλημα;  

 
13. Πόσους περιττούς τριψήφιους αριθμούς μπορούμε να σχηματίσουμε με τα ψηφία 

2, 3, 5, 6, 7, 8, 9 αν δεν επιτρέπεται επανάληψη ψηφίου;  
 

14. Να βρείτε το φυσικό αριθμό ν ώστε να ισχύει :   . 10
2

1
2

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ νν

15. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης ψ = χ³ + 3χ² . Για ποια τιμή του χ η 
παράγωγος έχει τιμή ίση με την κλίση της ευθείας ψ = 9χ + 5 .  

 
ΜΕΡΟΣ  Β΄ 

Να απαντήσετε σε 4 μόνο από τις 6 ερωτήσεις 

1. Δίνεται η συνάρτηση ψ = αχ² + βχ + 5 με τοπικό ακρότατο στο σημείο (1,6). Να 
βρείτε τις τιμές των α και β και να εξετάσετε αν το ακρότατο αυτό είναι μέγιστο ή 
ελάχιστο.  

 
2. Δίνεται η παράσταση Α = 2ημχσυνχ + συνχ + 4ημχ + 2.  

(α)  Να δείξετε ότι Α = (2 ημχ + 1)·(συνχ + 2).  
(β) Να λύσετε στο διάστημα από 0° μέχρι 360° την εξίσωση:  
2ημχσυνχ + συνχ + 4ημχ + 2 = 0 . 

 
3. Το διπλανό σχήμα από δύο ορθογώνια 

ΑΒΓΔ και ΖΚΘΔ . Δίνονται :  ΒΓ=8cm, 
ΓΔ=5cm, ΖΔ=4cm και ΔΘ=3cm. Το σχήμα 
περιστρέφεται πλήρη στροφή γύρω από την 
ΑΒ. Να βρείτε τον όγκο και το εμβαδόν 
της ολικής επιφάνειας του στερεού που 
παράγεται από αυτή την περιστροφή.  

Κ Θ

Δ

ΓΒ

Α Ζ 

 

4. Τα 
3
2  ενός κεφαλαίου τοκιζόμενα προς 8% για 5 χρόνια και το υπόλοιπο κεφάλαιο 

τοκιζόμενο προς 6% για 4 χρόνια δίνουν συνολικό τόκο £2080. Αν και στις δύο 
περιπτώσεις ο τοκισμός έγινε με απλό τόκο να βρείτε το κεφάλαιο.  

 
5. Σ’ ένα εστιατόριο οι πελάτες μπορούν να κάμουν τους δικούς τους συνδυασμούς 

από λαχανικά για να συνοδεύσουν ένα πιάτο με ψητό κοτόπουλο. Συγκεκριμένα το 
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εστιατόριο διαθέτει 8 είδη λαχανικών και οι πελάτες μπορούν να επιλέξουν είτε 2, 
είτε3, είτε 4 είδη. Να υπολογίσετε με πόσους διαφορετικούς τρόπους είναι δυνατό 
να συνοδευτεί το κοτόπουλο.  

 
6. Η κατανάλωση νερού, κατά μήνα, το 1999 σ’ ένα νοικοκυριό φαίνεται στον πιο 

κάτω πίνακα:  
Μήνας του 
έτους Ιαν. Φεβρ. Μάρτ. Απρ. Μάιος Ιούν. Ιούλ. Αύγ. Σεπτ. Οκτ. Νοεμβ. Δεκ.

Ποσότητα 
νερού σε m³ 8 6 10 12 14 18 18 14 12 12 10 10 

 (α)  Να βρείτε πόσο νερό κατανάλωσε το νοικοκυριό αυτό τους μήνες του 
καλοκαιριού.  

 (β)  Να κατασκευάσετε το ραβδόγραμμα συχνοτήτων της πιο πάνω κατανομής.  
 (γ)  Δίνεται ότι για τα πρώτα 10 m³  που καταναλώνονται κατά μήνα η τιμή είναι 

90 σεντ κατά m³ ενώ για κάθε επιπλέον m³ πέραν των 10 m³ η τιμή είναι 150 σεντ. 
Να βρείτε πόσα πλήρωσε το νοικοκυριό αυτό για κατανάλωση νερού το 1999.  

 (δ)  Να βρείτε τη μέση τιμή των χρημάτων που πλήρώσε το νοικοκυριό αυτό κατά 
m³ στη διάρκεια του 1999.  

 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α΄ 
 

1. 16
d
d

+= χ
χ
ψ  

2. συν2χ = συν30° ⇒ 2χ = 360°κ ± 30° ⇒ χ = 180°κ ± 15° ⇒   
 χ = 180°κ + 15°  ,  χ = 180°κ – 15°      κ∈Ζ 

3. (α)  5! = 1·2·3·4·5 = 120          (β)  244321
!1
!44

3 =⋅⋅⋅==Δ  

4. 50,6
100
5013 =⋅    ,   £13 + £6,50 =  £19,50 .   Ο Γιάννης πλήρωσε £19,50 

 
5. V = α³ ⇒ 125 = α³ ⇒ α = 5 cm.     Eολ = 6·α² ⇒  Εολ = 6·5²  ⇒  Εολ = 150 cm²  
 
6. Κλασσική μουσική    

          
;110

504360
χ°

°

360
504110 ⋅

=χ = 154 δίσκους 

Ξένα τραγούδια Ελληνικά τραγούδια 

360
504120 ⋅

=ψ = 168 δίσκους 504 – (168 + 154) = 504 – 322 = 182 δίσκους  

 

7. (α)   Ω = {Κ , Ε , Ρ , Μ , Α }  (β)   ( )
5
2AP =  

8. 10 12 8 15 11 14 17 9 96 12
8 8

χ + + + + + + +
= = =   ⇒   χ = 12 

89



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Σ1, Σ4, Σ5  

4
34

8
68

8
9254191604

==
+++++++

=σ = 2,92 

 
9.                                                                                                                                         

EB = 36 cm² , EB BB = a² ⇒  a = 6 cm,     υ = 4 cm 

Ο 

Δ 

Ε 

Γ 

Β Α 

3 

υ=4 

Ζ 

α=6cm 

h 
 (a)  V = 

3
E υΒ ⋅ ⇒ V = 

3
436 ⋅ ⇒  V = 48 cm³ 

(β)  h² = 4² + 3² ⇒ h² = 25 ⇒    h = 5 cm 

(γ)  Eολ = Επ + ΕΒ   =>  Εολ = BE
2

h
+

⋅ΒΠ  ⇒ Εολ = 36
2

524
+

⋅  

      ⇒Εολ = 96 cm² 
 

10. Κ1 = £10 000,  Ε1=5% , Χ1=6 μήνες ⇒  

Τ1 = 
1200

XEK 111 ⇒ Τ1 = 
1200

6500010 ⋅⋅ ⇒ Τ1 = £250 

Κ2 = 8000, Ε2= 6%, Χ2 = 2 χρόνια ⇒ 

 Τ2 = 
100

XEK 222 ⋅⋅
⇒ Τ2 = 

100
260008 ⋅⋅ ⇒ Τ2=£960 

Συνολικός Τόκος  Τ1 + Τ2 = 250 + 960 = £ 1210 
 

11. Εκ = 60π cm² ,  λ
5
3R =  

Εκ = π R λ  ⇒ 60π = π· λ
5
3 ·λ ⇒ λ² = 100 ⇒ λ =10 cm 

R = 
5
3 ·10 ⇒  R = 6 cm,   υ² + R² = λ² ⇒  υ² + 6² = 10² ⇒  

υ² = 100 – 36 ⇒  υ² = 64 ⇒ υ = 8 cm  B A O 

K 

R 

λ 
υ 

(a) EB = πR² ⇒  ΕB Β = π·6² ⇒  ΕΒ = 36π cm² 

(β)  Εολ = πRλ + πR²  ⇒  Eoλ = πR(λ+R) ⇒  Εολ = π·6·(10+6) ⇒ Εολ = 96π cm²  

(γ)  
3

RV  ⇒  
2υπ

=
3

86V   ⇒  V = 96π cm³  
2 ⋅⋅

=
π

12. 451 =χ ,  ν1 = 7 ,  902 =χ ,  ν2 = 8      χ = 
ν
S  

S1 = 7·45 ⇒ S1 = 315 κιλά,     S2 = 8·90  ⇒  S2 = 720 κιλά  

21

21 SS
νν

χ
+
+

=    ⇒   
87
315720

+
+

=χ  ⇒  χ = 69 κιλά   

13.  2, 3, 5, 6, 7, 8, 9      

Μονάδες Δεκάδες Εκατοντάδες  
4 6 5 4·6·5 = 120 αριθμοί  
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14. ( )
( )
( )

( ) ( )
10

2
1

2
110

!2!1
!1

!2!2
!10

2
1

2
−

+
=

−
⇒−

⋅−
+

=
⋅−

⇒−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ νννν
ν
ν

ν
ννν

 ⇒ 

  
 ν² - ν = ν² + ν – 20 ⇒  2ν = 20 ⇒ ν = 10 

 

15. ψ = χ³ +3χ² ⇒  
χ
ψ

d
d =3χ² + 6χ ,      ψ = 9χ + 5 ⇒  λ = 9 ,      

χ
ψ

d
d = λ 

⇒  3χ² + 6χ = 9 ⇒  χ² + 2χ – 3 = 0 ⇒  (χ + 3)(χ – 1) = 0 ⇒  χ1 = -3 ,  χ2 = 1   

 

ΜΕΡΟΣ Β΄ 

1. ψ = αχ² + βχ + 5  ⇒   
χ
ψ

d
d = 2αχ +β ,      Τοπικό ακρότατο  (1,6)  ⇒  

(i) χ=1, ψ=6 ,  6 = α·1² + β·1 + 5 ⇒  α + β = 1      (1) 

(ii) 0
d
d

1

=
=χχ

ψ   ⇒  2α·1+β = 0 ⇒  2α + β = 0       (2) 

(1) ∧ (2)  ⇒  α = -1  , β = 2   ⇒  ψ = –χ² + 2χ + 5,       
χ
ψ

d
d = –2χ + 2 

χ -∞ 1 +∞
ψ΄= -2χ+2 + 0 – 
ψ    
 max ( 1,6) 

 

2. (α)  Α=2ημχσυνχ+συνχ+4ημχ+2 = 2ημχ(συνχ+2)+(συνχ+2) = (2ημχ+1)(συνχ+2) 

(β) 2ημχσυνχ+συνχ+4ημχ+2= 0  
( )

⇒
α

 (2ημχ + 1)(συνχ + 2) = 0 ⇒   
συνχ + 2 = 0 ⇒ συνχ = -2  (Αδύνατη) 

ή     2ημχ + 1 = 0 ⇒ 
2
1

−=ημχ ⇒  ημχ = ημ(-30°)   

       ⇒   χ = 360°κ+(-30°)    ή   χ = 360°κ +180°– (-30°)    κ∈Ζ ,  0° < χ < 360° 
⇒  χ = 360°κ –30°         ή   χ = 360°κ + 210°  κ∈Ζ ,  0° < χ < 360° 
κ=1 ⇒  χ = 330°                 χ = 210° 
 

 
3.  

 R1=8cm , R2=4cm ,  υ1=8cm , υ2=3cm.  

 VΖητ. = V1 – V2  

 ⇒  VΖητ = πR ² υ  – πR ² υ    1 1 2 2

 ⇒  VΖητ =  π(8²·8 – 4²·3) 

⇒   VΖητ = π(512 – 48) ⇒ VΖητ = 464π cm³ 

EΖητ = Ε1Κ + Ε2Κ  + ΕΒ1 + (ΕΒ1 – ΕΒ2) + ΕΒ2  ⇒  EΖητ = Ε1Κ + Ε2Κ  + 2ΕΒ1  ⇒  

Κ Θ

Δ

ΓΒ

Α Ζ 

Γ΄ 

 

 Κ΄ 

Ζ΄ 

R1

Δ΄

Θ΄

υ1

υ2

2R
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ Σ1, Σ4, Σ5  

EΖητ = 2πR1 υ1 + 2πR2 υ2 + 2πR1²  ⇒  EΖητ = 2π·8·8 + 2π·4·3 + 2π·8²  ⇒  

EΖητ = 128π + 24π + 128π   ⇒ EΖητ =  280π cm²  

4. 
100

XEKT ⋅⋅
= ,  K1 = 

3
2 K , E1 =8%,  X1=5 χρόνια ⇒ 

100

58K
3
2

T1

⋅⋅
=  ⇒  

300
K80T1 =  

Κ2 = 
3
1 Κ,   Ε2 =6% ,  Χ2=4 χρόνια  ⇒  

100

46K
3
1

T2

⋅⋅
=   ⇒   

100
K24T2 =  

Τ1 + Τ2 = 2080  ⇒  2080
300

K24
300

K80
=+ ⇒  104Κ = 2080·300 ⇒  Κ = £6000  

5. 
4321
5678

321
678

21
78

!4!4
!8

!5!3
!8

!6!2
!8

4
8

3
8

2
8

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

+
⋅⋅
⋅⋅

+
⋅
⋅

=
⋅

+
⋅

+
⋅

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 = 28 + 56 + 70 

= 154 τρόποι 

 
6. (α)  Προσθέτουμε την κατανάλωση των μηνών Ιουνίου – Ιουλίου – Αυγούστου  

18 + 18 + 14 = 50 cm³   
 
(β) 

(γ)  8·90 + 6·90 + 10·90 + 10·90 + 2·150 + 10·90 + 4·150 + 2·10·90 + 2·8·150 + 

10·90 + 4·150 + 2·10·90 + 2·2·150 + 10·90 + 10·90   = 14760   δηλ.  £147,60 σεντ 

(δ)  
144

14760
=χ   ⇒  χ  = 102 ½  σεντ 

0

5

10

15

20

Ιαν Φεβρ Μαρτ Απρ Μάιος Ιούν Ιούλ Αύγ Σεπτ Οκτ Νοεμ Δεκ
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΛΥΚΕΙΩΝ 
(Λ.Ε.Μ.+10-Ε.Λ.)

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                        Ιούνιος 2000 
Συνδυασμός :  Σ2 ,  Σ3 Λ.Ε.Μ. + 10-ΩΡΟ Ε.Λ.         Χρόνος :  2 ώρες και 30 λεπτά 
 
ΜΕΡΟΣ Α΄  

Να απαντήσετε σε 12 μόνο από τις 15 ερωτήσεις. 

1. Να βρείτε την παράγωγο 
χ
ψ

d
d  της συνάρτησης  ψ = τοξεφ3χ.  

2. Να βρείτε το  
12

elim
0 −+

+⋅
→ χσυνχ

χημχχ

χ
. 

3. Αγόρασε κάποιος ένα οικόπεδο και ακολούθως το πούλησε προς £37800 
κερδίζοντας έτσι 8%. Να βρείτε πόσα αγόρασε το οικόπεδο.  

 

4. Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης  06
d
d

d
d

2

2

=−+ ψ
ψ
ψ

χ
ψ .  

5. Να βρείτε τη γωνιά που σχηματίζει η ευθεία   (ε) :  z
2

1
2

3
=

−
=

+ ψχ    με το 

επίπεδο   (Π) :  5χ+4ψ-3z+2=0 .  
 

6. Δίνονται οι πίνακες  Α =   και  Β =  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
31
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
111
89

(α)  Να βρείτε τον πίνακα Α-1 .  
(β) Αν Χ είναι πίνακας  2x2  και ισχύει  ΑΧ = Β ,  να βρείτε τον πίνακα Χ.  

 

7. * Στο ανάπτυγμα του  
10

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
χ
αχ  ,  α ∈ R – {0} ,  ο συντελεστής του χ6 είναι 

ενιαπλάσιος του συντελεστή του χ8.  Να βρείτε την τιμή του α.  
 
8. Ο πίνακας παρουσιάζει τους βαθμούς που πήραν οι 30 μαθητές μιας τάξης σε ένα 

διαγώνισμα στα Μαθηματικά.  
 

Βαθμός χi  3 5 7 9 11 13 15 
Αριθμός μαθητών fi  2 5 10 6 4 2 1 

 
Να βρείτε :  (α)  Τη μέση τιμή  χ  των παρατηρήσεων.  
      (β)  Την τυπική απόκλιση σ των παρατηρήσεων.  

 

9. * Δίνεται η σειρά  …+
⋅

+
⋅

+
⋅ 65

1
54

1
43

1    

(α)  Να γράψετε το νιοστό όρο της.  
(β)  Να βρείτε το άθροισμα των ν πρώτων όρων της.  
(γ)  Να βρείτε το άθροισμα των απείρων όρων της.   
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ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  Σ2,Σ3 +10-Ώρο Ε.Λ.   

10. Δίνεται η παραβολή  ψ² = 4αχ . Η εφαπτομένη της παραβολής στο σημείο 
Τ(αt²,2αt) τέμνει τον άξονα των ψ στο σημείο Σ και η κάθετη της παραβολής στο 
σημείο Τ  τέμνει τον άξονα των χ στο σημείο Ρ. Να βρείτε την εξίσωση της 
γραμμής πάνω στην οποία βρίσκεται ο γεωμετρικός τόπος του κέντρου βάρους του 
τριγώνου ΤΣΡ.  
(κέντρο βάρους ενός τριγώνου είναι το σημείο τομής των διαμέσων του).  

 
11. Ένα κουτί περιέχει σφαίρες οι οποίες είναι αριθμημένες από το 1 μέχρι το 6κ+2, 

κ∈Ν. Παίρνουμε τυχαία μια σφαίρα από το κουτί και η πιθανότητα ο αριθμός που 

αναγράφεται πάνω σ’ αυτή να διαιρείται με το 6 είναι 
31
5 .  Να βρείτε πόσες 

σφαίρες έχει το κουτί.  
 
12. Κανονική τριγωνική πυραμίδα ΚΑΒΓ έχει βάση το ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒΓ 

πλευράς 2α cm και η παράπλευρη ακμή της σχηματίζει με τη βάση της γωνία 60°. 
Να βρείτε:  
(α)  Το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας της πυραμίδας.  
(β)  Τον όγκο της πυραμίδας.  

 
13. * Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό  χ+1=2εφθ, ή με οποιοδήποτε άλλο τρόπο, 

να βρείτε το ολοκλήρωμα:  
( )
∫

++ 2
3

2 52

d

χχ

χ    

 
14. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου που περνά από το σημείο Α(4,2) και εφάπτεται 

της ευθείας ψ = χ στο σημείο Β(1,1).  
 
15. Ο γραμμικός μετασχηματισμός Τ απεικονίζει κάθε σημείο Α(χ,ψ) του επιπέδου 

στην ορθή προβολή του πάνω στην ευθεία 3ψ = 4χ. Να βρείτε τον πίνακα 
μετασχηματισμού.  

 
*     Οι τρεις διαφορετικές ασκήσεις του μέρους Α΄ για το Ενιαίο Λύκειο (10-Ώρο) 
είναι:  
7. Να  δείξετε ότι η εξίσωση χ³=χ+1 έχει μια ρίζα στο κλειστό διάστημα [1,2]. Στη 

συνέχεια , χρησιμοποιώντας τη μέθοδο Newton-Raphson και παίρνοντας σαν 
πρώτη προσέγγιση την τιμή χο = 1,2 , να βρείτε μια δεύτερη, καλύτερη προσέγγιση 
της ρίζας, με ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων.  
 

9. Να βρείτε την καρτεσιανή εξίσωση του γεωμετρικού τόπου των σημείων του 
μιγαδικού επιπέδου για τα οποία ισχύει: | z – 1– 2i | = | z – 4 + i | , όπου  z = χ + ψi .  
 

13. Στο σχήμα δίνονται τα διαγράμματα των 
καμπυλών με εξισώσεις : 
(κ1) :  ρ = 1 + συνθ ,   0 < θ < 2π  
(κ2) :  ρ = 1   
(α)  Να βρείτε τις πολικές συντεταγμένες 
των σημείων τομής των δύο καμπυλών.  
(β) Να βρείτε το εμβαδόν του 
γραμμοσκιασμένου χωρίου.  
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ΜΕΡΟΣ Β΄ 

Από 6 ερωτήσεις να απαντήσετε στις 4.  

1. Δίνεται η συνάρτηση  .  ( ) χχψ e2 ⋅−=
(α)  Να βρείτε το πεδίο ορισμού, τα σημεία τομής με τους άξονες των 
συντεταγμένων, το ακρότατο, το σημείο καμπής, την ασύμπτωτη της συνάρτησης 
και να κάνετε τη γραφική παράσταση.  
(β)  Να βρείτε, συναρτήσει του e, το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται μεταξύ 
της ευθείας  χ=1, της καμπύλης με εξίσωση  ( ) χχψ e2 ⋅−=  και της καμπύλης με 
εξίσωση .  χψ e=

 

2. Δίνεται η διαφορική εξίσωση  2
45 5

2
2

d
d1 χ

χψχ
ψ

ψ
=−⋅   (i)  

Χρησιμοποιώντας το μετασχηματισμό 4

1
ψ

ω = , όπου ω είναι συνάρτηση του χ, να 

δείξετε ότι η διαφορική εξίσωση (i) μετασχηματίζεται στη διαφορική εξίσωση 
2202

d
d χω

χχ
ω

−=+ (ii) 

Στη συνέχεια, αφού λύσετε τη διαφορική εξίσωση (ii) να βρείτε: (α) τη γενική λύση 
της διαφορικής εξίσωσης (i)  (β)  την ειδική λύση της διαφορικής εξίσωσης (i) για 

την οποία είναι ψ=
2
1 , όταν χ=1.  

3. Ευθεία (ε) περνά από τα σημεία Α1,-2,1) και Β(3,-1,-1).  
(α) Να βρείτε μια διανυσματική εξίσωση της ευθείας (ε).  
(β) Να βρείτε την απόσταση του σημείου Ν(2,1,3) από την ευθεία (ε).  
(γ) Να δείξετε ότι η ευθεία (ζ) με διανυσματική εξίσωση : 

( )k3j2i5k2j3i2r ++−+−+= μ   τέμνει την ευθεία (ε) σε ένα σημείο Μ και  
να βρείτε τις συντεταγμένες του Μ.  

(δ) Να βρείτε την καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου (Π) που περνά από την ευθεία  
     χ=ψ=z και είναι παράλληλο προς την ευθεία (ε).  

 

4. Δίνεται η υπερβολή χψ=9 και το σημείο της  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

t
3,t3P .  

(α) Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της υπερβολής στο σημείο Ρ 
είναι χ+t²ψ=6t.  
(β) Να βρείτε την εξίσωση της κάθετης (κ) της υπερβολής στο σημείο Ρ.  
(γ) Η εφαπτομένη (ε) τέμνει τον άξονα των χ στο σημεία Τ και τον άξονα των ψ 
στο σημείο Τ΄, ενώ η κάθετη (κ) τέμνει τον άξονα των χ στο σημείο Ν και τον 
άξονα των ψ στο σημείο Ν΄. Αν Ε είναι το εμβαδόν του τριγώνου ΡΤΝ και Ε΄ το 
εμβαδόν του τριγώνου ΡΤ΄Ν΄ , να δείξετε ότι ισχύει: 

9
2

΄
1

E
1

=+
Ε

   

 
5. Στο ασανσέρ μιας πολυκατοικίας με 10 ορόφους μπαίνουν 6 άτομα. Να βρείτε την 

πιθανότητα των ενδεχομένων:  
Α: Να κατέβουν όλοι σε διαφορετικούς ορόφους. 
Β: Να κατέβουν όλοι σε ένα όροφο.  
Γ: Να κατέβουν όλοι σε δύο ακριβώς ορόφους.  
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6. Δίνεται η συνάρτηση f(χ)=
χ
χχ

10
4

012
,  0 < χ < 6.  

Χρησιμοποιώντας την αντικατάσταση χ–3=3ημθ,  
22
πθπ

≤≤− ,  ή με οποιοδήποτε 

άλλο τρόπο, να βρείτε το ολοκλήρωμα  ( ) χχ df∫  
 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ  

ΜΕΡΟΣ Α΄

1. ψ = τοξεφ3χ  ⇒  2)3(1
)'3(

d
d

χ
χ

χ
ψ

+
=   ⇒  291

3
d
d

χχ
ψ

+
=  

 

2. 
0

0

0 0 0lim
2 1 0 2 0 1 0x

e eL
χημχ χ ημ

συνχ χ συν→

+ ⋅ + ⎛ ⎞= = ⎜ ⎟+ − + ⋅ − ⎝ ⎠
=  απροσδιόριστη μορφή 

1
2
2

2
10e0e

2
1ee

)'12(
)'e(L

00

00
limlim ==

+−
++

=
+−

++
=

−+
+

=
→→ ημο

συνημ
ημχ

συνχημχ
χσυνχ
χημχ χχ

χ

χ

χ

 
 
3. τιμή αγοράς  τιμή πώλησης  

100 108 

χ ;                        37800  
108

10037800 ⋅
=χ   ⇒  00035£=χ  

Το οικόπεδο αγοράστηκε  £35 000  
 

4. 06
d
d

d
d

2

2

=−+ ψ
ψ
ψ

χ
ψ  Βοηθητική εξίσωση: m²+m–6=0  ⇒  (m + 3)(m – 2) = 0 ⇒  

         m1 =  - 3 ,    m2 = 2 .     Γενική Λύση:   χχ Βψ 23 eeA ⋅+⋅= −

 

5.      (ε) :  z
2

1
2

3
=

−
=

+ ψχ  ⇒ 3 1
2 2

z
1

χ ψ+ −
= =  

       ⇒  (ε) // u kj2i2 ++=  
(Π): 5χ+4ψ-3z+2=0  ⇒ (Π) ⊥ k3j4i5 −+=η  

2
2

2
2

2
2

2
1

2
1

2
1

212121

ΓΒΑΓΒΑ

ΓΓΒΒΑΑ
συνϕ

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=  

 
222222 )3(45122

)3(14252
−++⋅++

−⋅+⋅+⋅
=συνφ  ⇒  15συνφ =

3

5

⋅ 50
⇒ 

5συνφ =
5 2⋅

⇒ 
2
2

=συνφ ⇒  φ = 45° ⇒ θ =90° - φ⇒ θ = 90° - 45° ⇒  θ = 45°  

θ
φ 

(Π) 

(ε) 
η  
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6. Α =   και  Β =    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
31
12

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
111
89

(α)  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= −

αγ
βδ

Α
Α

δγ
βα

||
1,A 1  

|Α| = 716
31
12

=+=
−

⇒  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=−

21
13

7
11Α  

(β)  ΑΧ =Β ⇒  Χ = ⇒  ΒΑ ⋅−1
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
111
89

21
13

7
1Χ  ⇒ 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⋅−⋅+⋅−
⋅+⋅⋅+⋅

=
112811291

111831193
7
1X  ⇒   ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
147
3528

7
1X ⇒  ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
21
54

X  

 

7. 
10

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
χ
αχ  ⇒  Τκ+1 = 

κ
κ

χ
αχ

κ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −1010
= 1010 κ

κ
κ

αχ
κ χ

−⎛ ⎞
⋅ ⋅⎜ ⎟

⎝ ⎠
 =  ⇒       10 210 κα χ

κ
−⎛ ⎞

⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

κ

(i)  10 – 2κ = 6   ⇒  2κ = 4   ⇒   κ = 2  ⇒  ⇒   62
3 a

2
10

T χ⋅⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 62

3 45 χαΤ =

(ii) 10 – 2κ = 8  ⇒  2κ = 2 ⇒  κ = 1 ⇒  ⇒   8
2 1

10
χαΤ ⋅⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 8

2 10 χαΤ ⋅⋅=

45α² = 9·10α  ⇒  45α² - 90α = 0  ⇒  45α(α-2) = 0 ⇒  α = 2 ή  α = 0  απορρίπτεται.  
 

8.  

χi fi ii f⋅χ  ( )2
i χχ −  ( )2

iif χχ −  

3 2 3·2 = 6 (3-8)² =25 2·25 = 50 

5 5 25 (5-8)²=9 45 
7 10 70 (7-8)²=1 10 
9 6 54 (9-8)²=1 6 
11 4 44 (11-8)²=9 36 
13 2 26 (13-8)²=25 50 
15 1 15 (15-8)²=49 49 

 Σfi = 30 ∑ iif χ =240  ( )∑ − 2
iif χχ =246 

 

 (a)  
∑
∑=

i

ii

f
f χ

χ  ⇒  
30
240

=χ   ⇒   χ = 8 

 (β)  
( )
∑

∑ −
=

i

2
ii

f
f χχ

σ  ⇒  
30

246
=σ   ⇒   2,8=σ    ⇒    σ = 2,86  

 
9. (α) 3, 4, 5, … Α.Π. β1=3,  δ = 1  ⇒ βκ=β1+(κ-1)·δ  ⇒   βκ=3+(κ-1)·1 ⇒  βκ=κ+2 

       4, 5, 6, …  Α.Π.  γ1=4,  δ΄=1  ⇒ γκ=γ1+(κ-1)·δ΄  ⇒   γκ=4+(κ-1)·1  ⇒   βκ=κ+3 
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Άρα ο )( ) γενικός όρος είναι  ( 3+
=
κ

ακ 2
1

+κ
 

(β)   ( )( ) 3232
1

+
+

+
≡

++ κ
Β

κ
Α

κκ
  ⇒     1≡ Α(κ+3) + Β(κ+2)  ⇒      

για κ=-2 ⇒ Α=1, για κ=-3 ⇒ Β= -1, επομένως: ακ= ( ) ( )
1 1

2 3 2κ κ κ κ
= −

1
3+ + +

 
+

 

1

1 1
3 4

α = −

2

1
4

α =
1
5

−

3

1
5

α =
1
6

−

1

.................

.................

1
1να ν−

+

=
+

1
2ν

−
+

1
2να ν

=
+

( ) ( )1κ κ κ=
∑

1
3

1 1 1
2 3 3 3

ν

ν

ν

−
+

= −
+ + +

              

(γ)     ( )( ) 333
lim

321
=⎟

⎠
⎜
⎝ +

−=
++ ∞→=

∑ νκκ νκ

 1111 ⎞⎛∞

 
10. χ=0: tψ=αt² ⇒ ψ=αt ⇒ Σ(0,αt)  

 = 2αt + αt³,  για ψ = 0 :  χ = 2α + αt² ⇒  
, Ρ(2α+αt² , 0) 

 
Οι συντεταγμένες του κέντρου βάρους: 

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο Τ: tψ = χ+αt²,  για 
Η εξίσωση της κάθετη στο Τ: ψ+tχ
Ρ(2α+αt² , 0), T(at² , 2αt) , Σ(0 , αt)

Ψ 

Ο
Χ 

Τ(αt²,2

ψ²=4α

Ρ 

Σ
3

,
3

321321χ χ χ ψ ψ+ ψ+
ψχ ΚΚ =

++
=  

3
0tt2

3
t20t 22 ++

=
+++

=
ααψαααχ  

2

2

2

2 2
3 3 2 2

t

t t

α α
χ

ψ
ψ α

α

ψχ α α
α /

+
=

= ⇒ =

⎫
⎪⎪⇒ = + ⋅/⎬
⎪
⎪⎭

2 2 2 2

⇒

3 2 2 2 3 2αχ α ψ ψ αχ α= + ⇒ = − ⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⇒−= αχαψααχψ

3
2

22
33 222 . 

 

11. Μεταξύ του 1 και του 6κ+2 υπάρχουν κ πολλαπλάσια του 6.  Άρα 
31
5

26
=

+κ
κ  ⇒  
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Δ 

Κ 

Γ 

Β 

Α 60° 

2α  
Λ 

h 
υ 

α 

α 

κ = 30κ + 10 ⇒  κ = 10.  Επομένως το κουτί έχει 6·10 + 2 = 62 σφαίρες 

 
12.  

ΑΒΓ 

Δ μέσο ΑΒ ⇒  ΑΔ=ΔΒ=α  ,  ΓΔ διάμεσος, ύψος ΑΒΓ  

31

ισόπλευρο τρίγωνο ΑΒ=ΒΓ=ΓΑ=2α , °= 60ΔΓΚ  
Δ

ˆ

 
Δ

ΒΓΔ ορθογώνιο τρί ⇒(ΓΔ)²= α)²-α ⇒ (ΓΔ) = 3γωνο (2 ² α  

Λ κέντρ  τριγώνου
Δ

(ΓΔ) ⇒ (ΓΛ)=
3

3a2ο ΑΒΓ ΓΛ⇒( )=
3
2 , 

(ΔΛ)=
3

Λ)=
3

3a  1 (ΓΔ) ⇒ (Δ

Δ
ΓΚΛ  ορθογώνιο ⇒, °= 60ˆΛΓΚ  ΛΚΓ ˆ =30° ⇒  

(ΚΓ)=
3

34α2(ΓΛ)⇒(ΚΓ)= . 

Δ
ΓΚΛ 3

3
32
⋅

αορθογώνιο,⇒ εφ60°=
ΛΓ
ΚΛ ⇒

3
32

3
α
ΚΛ

= ⇒ΚΛ= ⇒(ΚΛ)=2α 

2

3
3a
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛Δ
ΚΛΔ  ορθογώ ⇒  (ΚΔ)²= (ΛΔ)² ⇒  ( (νιο (ΚΛ)²+ ΚΔ)²= 2α)²+ ⇒  

(ΚΔ)²=4α²+ ⇒  (ΚΔ) = 
3
39a  

9
a3 2

⇒ (ΚΔ)²=
9
a39 2

Εολ = ΕΠ + ΕΒ    ,          ΕΠ = 
2

h⋅ΒΠ  ⇒  ΕΠ = 
2

  Ε3
39aa23 ⋅⋅

 ⇒ Π = 39a 2  ,    

Β 4
34 2α   Ε  = 

4
32χ ,  πλευρά ισοπλεύρου τριγώνου  ⇒  ΕΒ = ⇒  ΕΒ = 32α     χ

Ε  = 39a 2 + 32α  ολ

V = 
3

·E1
B·υ  ⇒  V = B

3
·1 32α ·(2a)  ⇒  V = 

3
 32 3α

 
13. χ+1=2εφθ  ⇒  dχ = 2 τεμ²θ ·dθ ,           χ²+2χ+5 = χ²+2χ+1+4 = (χ+1)²+4  

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )
∫ ∫ ∫∫ ∫ =

+
=

+
=

++
=

++ 2
3

22
3

2

2
3

2

2

2
3

2

2

2
3

22
3

2 4

d2

14

d2

44

d2

41

d

52

d

θτεμ

θθτεμ

θεφ

θθτεμ

θεφ

θθτεμ

χ

χ

χχ

χ

= ∫ ∫ ∫ +
+

=+=== c
14

1c
4
1d

4
1d

4
1

8
d2

23

2

θεφ

εφθημθθσυνθ
τεμθ
θ

θτεμ
θθτεμ  

= c
524

1c

2
1 ⎟

⎠
⎜
⎝

+
1

2
1

4
1

22
+

++

+
=+

⎞⎛ +

+

χχ

χ

χ

χ
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14.

0   (1) 
(1,1) ⇒ χ=1,ψ=1⇒ 1²+1²+2·g·1+2·f·1+c=0 ⇒ 2g+2f+c –2 ⇒ 2(g+f)+c= –2   (2) 
Ο κύκλος χ²+ψ²+2gχ+2fψ+c=0 εφάπτεται της ευθείας ψ = χ λύση του 
συστήματος των εξισώσεων τους έχει μοναδική λύση δηλ. Δ = 0 

2 2g fχ ψ χ χ ψ+ + + + =

g f cχ χ+ + + [2(g+f)]²–4·2·c=0⇒4(g+f)²-4·2c=0⇒ (g+f)²-2c=0     (3) 
Άρα έχουμε το σύστημα των εξισώσεων (1) ∧ (2) ∧ (3)  

 Έστω η εξίσωση του ζητούμενου κύκλου είναι  χ²+ψ²+2gχ+2fψ+c=0  
O κύκλος περνά από το σημείο (4,2) και (1,1) 
(4,2) ⇒ χ=4, ψ=2  ⇒  4²+2²+2·g·4+2·f·2+c=0 ⇒ 8g+4f+c= –2

 ⇒ η 

2 2
2 20

2 2 0f cχ χ χ χ
⎫
⇒ + + + + = ⇒   g

ψ χ
⎬

= ⎭

( )22 2 0=
0=

⇒
Δ

( )
( ) ( )

( ) ( )

( )

( ) 22

1 8 4 20

2 2 2
2 2 02

3

g f c

g f c
c cc

+ + = − ⎫
⎪

+ + = − ⇒⎪ +⎪ ⎛ ⎞⇒ − − =+ ⎬ ⎜ ⎟

⎭

 ⇒
3 2

2
g f+ = − ⎝ ⎠⎪

2 2 0g f c
⎪
⎪+ − =

 c2
4

)2c( 2

=
+

 

1 2 3 4

1

2

3

⇒ 

c²+4c+4=8c ⇒ c²-4c+4=0 ⇒ (c-2)² 0 ⇒  c=2    
  8g+4f+2= –20 ⇒  4g+2f = –11,    

=
( )1 ⇒ ( )2 ⇒ 2(g+f)+2 = –2  ⇒  2g+2f = –4     
4 2 11 7 3g f+ = −

,
2 2 4 2 2

g f
g g

O

⎫
⇒ = − =⎬+ = − ⎭

 

ρα η εξίσωση του κύκλου είναι :  χ² + ψ² – 7χ + 3ψ + 2 = 0 .  
 

15.

     Ά

 
1 3:T

χψ
3
4

=

0 1 4
ό

γ δτ τε
δ γ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
→ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒− 4 3δ γ= − +  

αλλά 
25
93

3
2533−=γ

3
16

3
4

=⇒=⇒+⇒= γγγγδ  

25
12

25
9

3
4

=⇒⋅= δδ  άρα  
⎟
⎟

⎜
⎜⎟

⎠ 12
 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎯→⎯⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛

25

25
9

0
1

:Τ

4
31ό

1
: =⎜⎜

⎝
→⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ αβ

β–4=–3 , άλλα
0

T −
−

⎟⎟
⎠

⎞⎛⎞⎛ βτετ
α

⇒ 4 α αβ
3
4

= ⇒ 034
3
44 =α+−⋅ α  

⇒  = 12 ⇒  ,     άρα  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎯→⎯⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
25
12a =  ⇒ β = 

25
12

3
4
⋅  ⇒ β = 

25
16 25α

25
16
25
12

1
0

:Τ         

ρα   Ά ⎟⎟
⎠

⎜
⎝ 11225

⎞⎛ 1291
⎜=

6
Τ  

Προτεινόμενες λύσεις για τις τρεις διαφορετικές ασκήσεις για το Ενιαίο Λύκειο 

f(χ) = χ³ - χ – 1  
 
7.    χ∈R,  συνεχής συνάρτηση ∀χ∈R,   ⇒  f’(χ) = 3χ² - 1  
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f(1)= 1³ -1-1 1  0
f(2)= 2³-2-1  5  0

= − < ⎫
⇒⎬= > ⎭

 f(1)·f(2)<0⇒υπάρχει μία τουλάχιστον ρίζα στο 

 [1,2]  διάστημα
( ) ( )
( ) ( )

0 1, 2 0,472f fχ −
1 0 1, 2 1,2 1,2 1,1422 1,3422

' ' 1, 2 3,32f f
χ χ

χ
= − = − = − = + =

0

 

~ 1,342

.   | z – 1 – 2i | = | z – 4 – i | ⇒  | χ+ψi – 1 – 2i | = | χ+ψi – 4+i |  ⇒   
+ (ψ-2)i | = | χ-4 + (ψ+1)i | ⇒ -1)² + (ψ-2

χ²–2χ+1 + ψ²–4ψ+4 = χ²–8χ+16 + ψ²+2ψ+1 ⇒ 6
 

13. (α
1

=+⇒
⎭
⎬
⎫+=

συνθ
συνθρ

  

9
| χ-1   (χ )² = (χ-4)² + (ψ+1)²  ⇒  

χ – 6ψ = 12  ⇒    χ – ψ = 2   

) 11
1=ρ

2
3,

2
0 πθπθσυνθ ==⇒=⇒  

Σημεία τομής:   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
,1A π ,   ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
3

(β)

,1 πΒ  

( )
2

d1
2
12

2

0

2 πθσυνθΕ

π

−+⋅= ∫  

= ( )
2

d21
2

0

2 πθθσυνσυνθ

π

−++∫ =
2

d
2

2121
2

−⎜
⎛∫

0

πθθσυνσυνθ

π

⎟
⎠
⎞

⎝
+

++ = 

=
2

2
4
1

2
2

2

0

πημ+ θθημθθ
π

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ =

2
2

4
12

2
3 2

0

πθημημθθ
π

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++ = 

=
24

23 ππ
−+ = 2

4
+

π  = 4
8+π

 

ΜΕ
 

ΡΟΣ Β΄ 
 
1. 

 –2 άρα τέμνει τον άξονα  
των το (0,–2) 
για ψ = 0 ⇒ χ =2 άρα τέμνει τον άξονα  
των ,0) 

α)  ψ = (χ – 2)·e
για χ = 0 ⇒  ψ =

χ  π.ο.  χ∈ R  

ψ σ

 χ στο (2

χ
ψ

d
d

χ  1  

χ
ψ

d
d  – 0 + 
ψ  min 

(1,–e) 
 

= ( ) ( ) χχχ χχ e1e2e −=−+  

χ
ψ

d
d χ  0  = 0  ⇒ = 0 ⇒  χ = 1 ,   ( ( ) χχ e1− 0e ≠χ ) 

2

2

d
d
χ
ψ – 0 + 

2

2

d
d
χ
ψ = ( ) χχχ χχ ee1e =−+  

2dχ

ψ ∩ σ.κ. 
(0,–2) 

∪ 
2d ψ = 0  ⇒  ⇒  χ = 0 ,   ( ) 0e =χχ  0e ≠χ
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( )[ ] ( ) ( )
( )

−
−−∞→−−∞→−∞→

=
∞−

=
−

==
−

=⋅∞−=− 01
e
1lim

'
'2

e
2lim0e2lim χχχχ

χ

χ

χχ

άρ ξονας των χ είναι Ο.Α. στην περιοχή του  – ∞ 
 

lim 2 eχ
χ

χ
→∞

−⎡⎣ χει  

⇒ (χ-2)·eχ = eχ  ⇒ eχ·(χ-3)= ⇒  

 3, ψ = e3 ⇒   Σημείο τομής (3,e

∫ +−=−−=
33

1

de2de2eE χχχχ χχχ  

    =−=
3

1

3

edde3 χχ χχχ = 

] ( )∫ −−
3

1

3
1 3de χχχ =  

     = 

−−∞→

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∞
∞−

e
lim χχ

χ

α η ευθεία ψ =0 δηλαδή ο ά

( ) ( ) ( )= +∞ ⋅ +∞ =+∞⎤⎦  άρα δεν υπάρ

Ο.Α. στην περιοχή του  +∞ 
(β)  Σημείο τομής των καμπυλών 

( )
⎭
⎬
⎫

=

⋅−=
χ

χ

ψ

χψ

e
e2

0 

χ = 3)  

( )[ ] ( )∫
1

1

( ) ( ) ( )∫ ∫ −
1

3

([ − e3 χ)

( )[ ] ∫−−
3

1

3
1 dee3 χχ χχ ( )[ ] ( )[ ]313

1 e4ee3 χχχ χχ −=+−  

     = 

2. 

e3e3 −  
 
 

2
45 5

2
2

d
d1 χ

χψχ
ψ

ψ
=−⋅   (i)  

⇒  
χ
ψ

ψ
ω

χ
ω

d
d

d
d

d
d

⋅=(α)  4

1
ψ

ω = ⇒  
χ
ψ

ψχ
ω

d
d4

d
d

5 ⋅−= ⇒  
χ
ω

χ
ψ

ψ d
d

4
1

d
d1

5 ⋅−=⋅  

Αντικαθιστώ στην (i) και έχω: 25
2
1

d
d

4
1

d 

N(2,1,3) 

B(3,-1,-1)

A(1,-2,1) 

Ρ 

χω
χχ

ω
=−⋅− ⇒ 2202d χω

d χχ
ω

−=+  

2
2

2 ln ln 2
d

e e e
χ

χ χ χ χ∫Ι = = = =  

Άρα 42 202
d

χχω
χ

dωχ −=+⋅ ⇒   ( ) 42 20χω −= ⇒  χ²ω = –4χ  +
d
d χ
χ

5  c ⇒  

2
34

χ
χω +−= ,   c

2
3

4 4χ
ψ

+−=
c1
χ

⇒  
2

4
54c

χψ
χ

=
−

 

)  ψ=(β
2
1   ⇒  όταν χ = 1 ⇒  

16
1

4c
1

=
−

  ⇒  c – 4 = 16  ⇒  c = 20  

Άρα η  λύση της ) :  
2

4 χψ ειδική  (i είναι 520 4χ
=

−
 

 
 
( (1,-2,1) ,-1,-1) Ν(2,1,3) 3. a) Α Β(3
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   k3ji2ON,kji3OB,kj2iOA ++=−−=+−=  

  = ( ) ( )kj2i OAOBAB −=   ⇒  AB kji3 +−−−   ⇒  −

   AB 2i2= j k+  

  Άρα η διανυσματική εξίσωση της ευθείας (ε) είναι:     

−       

ΑΒλ+=OAr   ⇒ 
(ε)  ( )k2kr ji2j2i −+++− λ

(β)  

=   

AN = ON –OA=( k3ji2 ++ )–( kj2i +− ) = k2j3i ++ ⇒ 3 2AN i j k= + +  

      (ε) // AB=β = ⇒    k2ji2 −+  AN × β = 
212

231
kji

−
k5j6i8 −+−  = 

3
55d =

3
125

3
253664AN

==
++

=
×

β

β
      

:  ( )k2ji2kj2ir −+++−= λ(γ)  (ε)    ⇒    ( ) ( ) ( )k21j2i21r λλλ −++−+  
     (ζ):  

+=

( )k3j2i5k2j3i2r ++−+−+= μ  ⇒  ( ) ( ) ( )k32j23i52r μμμ +−+++−=  
( ) ( ) 12231 −=⇒−( )11=μ =⇒+ μμ

( )
( )3332
252

525221 +
⎪
⎫−=+ λμλ

62 3=    ⇒  
3

23
−=−−

=−⇒
⎪⎭

⎬
+
+

μλ
μλ

μ
μ   ⇒    ⇒=⇒ λ λ2 =+− λ

221 −=− λ
      Οι τιμές αυτές επαληθεύουν την (2) Άρα το σύστημα είναι συμβιβαστό και οι δύο    
      είο Η.  
      

ευθείες τέμνονται σε σημ
λ = 3  ⇒  ( ) ( ) ( )k321j32i321rH ⋅−++−+⋅+= ⇒  k5ji7rH −+= ⇒  Η(7,1,-5) 

( )k2ji2kj2ir −+++−= λ   ,    (ε) // (Π)  ⇒  (Π) // (δ)    ευθεία (ε):  k2ji2u

z ⇒ 

−+=  

ευθεία (θ): χ=ψ=
1
z

==
11
ψχ  (θ) ∈ (Π)  ⇒  (Π) // iv kj ++  και περνά από 

 σημείο Ο(0,0,0) ∈ (θ) ∈ (Π) .  Άρα η καρτεσιανή εξίσωση του επιπέδου είναι : 

=

το

0
212

111 ψ – χ – 4
z

=
−

ψχ
⇒   -3χ + 4 z = 0  ⇒  3 ψ + z = 0  

 

4. (α) χψ=9⇒ 0
d
d

=⋅+
χ
ψχψ  ⇒   

χ
ψψ

χ
−=

d
d ⇒   

t
3
t3εφ

=

=−=
ψ

χχ
λ ⇒ψ  

t3
t−=εφλ  ⇒

3

2tεφ
1

−=λ   

 (Εφαπτομένη : Ρ 3t , 
t

) ,   3 λεφ = 2t
− ,  ψ-ψ1 χ-χ1),     

ψ

1=λ·(

 ⇒    - 
t

=3
2t

− ·(χ-3t) ⇒  t²ψ-3t = -χ+3t   ⇒   χ+t²ψ=6t   1

(β)  Κάθετη: Ρ (3t , 
t

) ,  λ3
εφ = 2t

−  ⇒ λ1
καθ = t²  ⇒  
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 ψ - 
t
3 = t²·(χ-3t) ⇒  ψ-3 = t³t χ-3t4 ⇒   tψ = t³χ – 3t4 +3   

(γ) εφ/νη:  χ+t²ψ=6t    για    ψ=0 ⇒  χ = 6t  ⇒ Τ(6t,0) ,     χ=0 ⇒  ψ=
t
6

t
6 ⇒  Τ΄(0, ) 

κάθετη:  tψ = t³χ – 3t4 + 3,   

για ψ=0 ⇒ χ = 3t - 3t
3  ⇒ (3t -N  3t

3 ,0),        χ=0 ⇒ ψ
t
3 -3t³   ⇒  N΄(0, 

t
3  = -3t³) 

)     (ΝΤ = | χΤ – χΝ | = | 6t –3t + 3t
3 | = | 3t + 3t

3 | 

   (Ν΄Τ΄ = | ψ) Τ΄ - ψΝ΄ | = | 
t

 – 6
t

 3t³ | = | 3 +
t

 + 3t³ | 3

    E=  | ⇒  Ε = ( )
4

4

t2
1t9 +  

2
1 ·|NT|·|ψΡ|  ⇒  Ε=

2
1 ·| 3t + 3t

3 |·|
t
3 |  ⇒  Ε=

2
1 | 9+ 4t

9

·| 9+9t4 |  ⇒  E΄= ( )
2

1t9 4 +  
2
1 ·| Ν΄Τ΄ |·|χΡ| ⇒ Ε΄=

2
1 ·| 

t
3  + 3t³ |·|3t| ⇒  E’=

2
1    Ε΄=

( ) ( )
( )4

4

4 4

2 11 1 2 2
' 9 1 9 1

tt +
  

E E t t
+ = + =

+ + 9
2

'E
1

E
1

=+  
( 49 1t )

=
9

  ⇒2   
+

 

5. ( )
25010000001106δ

189200151!4
!10

610

10
6 ====

Δ
ΑΡ ,            ( )

000100
1

10
1

10
10

56 ===ΒΡ  

( )
( )

000100
279

0000001
7902

10
6245

10

2
2
10⎞⎛

66

2
6

==
⋅

=
−⋅⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝=

δ
ΓΡ  

 (  -2   όλοι στον ένα
 
 

6. 

 ή όλοι στον άλλο ) 

( )
χ
χχχ

10
4

012
f ) – 1  = = 2·(4χ-χ ·χ² = 6χ – χ² 

( ) ∫∫ −= χχχχ d6dxf 2 = ( )∫ −− χχ d39 2  

 = 

6χ – χ² = –(χ² - 6χ + 9) + 9   

= 9 – (χ-3)² 

Θέτω χ-3 = 3ημθ ⇒ 

dχ = συνθ θ 

ημθ = 

  ∫ ⋅− θσυ = νθθημ d399 2  =  θθσυν d9 2∫  

=  θθσυν d
2

219∫
+ = ( )∫ + θθσυν d21

2
9  

= c
2
2

2
9

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

θημθ
             d

= c
2
9

2
9

+⋅⋅+⋅ συνθημθθ     

= ( ) c
9

31
3

3
2
9

3
3

2
9 2

+
−

−⋅
−

⋅+
− χχχτοξημ  

3
3−χ , 

συνθ = θημ 21−  

= c6
2

3
3

3
2
9 2 +−

−
+

−
⋅ χχχχτοξημ  
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  

ΕΝΙΑΙΟ ΛΥΚΕΙΟ (6-ΩΡΟ) 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ              Ιούνιος 2000  
               Χρόνος : 2 ώρες και 30 λεπτά   
ΜΕΡΟΣ Α΄

Να απαντήσετε μόνο σε 12 από τις 15 ερωτήσεις  

1. Να υπολογίσετε την τιμή του ολοκληρώματος  ∫ +
2
1

0

12 de χχ .  

2. Κάποιος αγόρασε ένα αυτοκίνητο από την Αγγλία και πλήρωσε £10500 Κυπριακές 
λίρες. Όταν το έφερε στην Κύπρο πλήρωσε φόρο εισαγωγής που 55% πάνω στην 
τιμή αγοράς και επί πλέον φόρο προστιθέμενης αξίας (Φ.Π.Α), που ήταν 8% πάνω 
στην τιμή αγοράς και τον φόρο εισαγωγής μαζί. Πόσα του στοίχισε συνολικά το 
αυτοκίνητο;  

3. Να υπολογίσετε το 20 3
21lim

χ
χσυν

χ

−
→

 .  

4. Να υπολογίσετε το εμβαδόν που περικλείεται από τις καμπύλες  ψ=χ² και ψ=-χ²+χ. 

5. Δίνεται ο κύκλος με εξίσωση χ²+ψ²-4χ+6ψ-12=0. Να βρείτε : 
(α)  την ακτίνα του κύκλου και τις συντεταγμένες του κέντρου του.  
(β)  την εξίσωση της εφαπτομένης του στο σημείο του (5,1).  

6. Να βρείτε και να χαρακτηρίσετε τα τοπικά ακρότατα της συνάρτησης ψ=χ³-3χ . 

7. Αν ψ=2-3συνθ και χ=3-2ημθ να βρείτε τις  
χ
ψ

d
d  και 2

2

d
d
χ
ψ .  

8. Σε ένα ράφι υπάρχουν 20 λαμπτήρες από τους οποίους οι 5 είναι ελαττωματικοί. 
Αν πάρω στην τύχη 3 λαμπτήρες, ποια η πιθανότητα των ενδεχομένων:  
Α :  και οι τρεις λαμπτήρες να μην είναι ελαττωματικοί.  
Β :  τουλάχιστον ένας λαμπτήρας να μην είναι ελαττωματικός .  
( Οι απαντήσεις μπορούν να δοθούν με συνδυασμούς ή με παραγοντική μορφή).  

9. Αν  Α =  , να δείξετε ότι  Α² - 6·Α +11·Ι = (Ο) , όπου Ι είναι μοναδιαίος 

πίνακας 2 2  και (Ο) = .  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
43
12

× ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

10. Δίδεται η διαφορική εξίσωση  
1d

d
2 +

=
χ
ψχ

χ
ψ . Να βρείτε τη γενική λύση της.  

11. Να υπολογίσετε την τιμή του ολοκληρώματος  ( )∫ −

3

2
2 1

d
χχ
χ  

12. Να δείξετε ότι  
111

111

222 +++ γβα
γβα  = ( )( )( )αγγββα −−− .  
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13. Το κυκλικό διάγραμμα δείχνει την ημερήσια ποσότητα 
γάλακτος που παραδίδουν 4 χωριά σε γειτονικό τυροκομείο.  60° 

Β 

Γ 

Δ 
Α 

80° 
Το χωριό Δ παραδίδει τριπλάσια ποσότητα από το χωριό Γ.  
Αν και τα τέσσερα χωριά παραδίδουν 2520 κιλά ημερησίως,  
να υπολογίσετε πόσα κιλά παραδίδει το καθένα.  

 
 

14. Αν   να βρείτε τη 22e ψχψ χ +=
χ
ψ

d
d  και τη τιμή της 

χ
ψ

d
d  στο σημείο (0,1) .  

15. Κανονική τετραγωνική πυραμίδα έχει όγκο 72 cm³ και το ύψος της ισούται με την 
πλευρά της βάσης της. Να δείξετε ότι το εμβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας της 
ισούται με 36 5 cm².  

 
ΜΕΡΟΣ Β΄ 

Να απαντήσετε μόνο σε 4 από τις 6 ερωτήσεις.  

1. Η καμπύλη  f(χ) = 
λχ

χ
+2  έχει τοπικό ακρότατο στο σημείο Α με τετμημένη χ=-1. 

Να δείξετε ότι η εξίσωση της καμπύλης είναι f(χ) = 
12 +χ

χ .  Να βρείτε τις 

συντεταγμένες των ακρότατων της καμπύλης και να τα χαρακτηρίσετε. Επίσης να 
βρείτε τις συντεταγμένες των σημείων καμπής της και την εξίσωση της 
ασύμπτωτης της καμπύλης. Να κάνετε τη γραφική παράσταση της καμπύλης.  

 
2. Εργοστάσιο κατασκευάζει δοχεία σχήματος ορθού κυλίνδρου με όγκο 16π cm³.  

(α) Να δείξετε ότι το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας Ε ενός δοχείου δίνεται από 

τον τύπο  Ε = 2 322 R
R
ππ +  

(β)  Να υπολογίσετε την ακτίνα βάσης και το ύψος των δοχείων ώστε να έχουν την 
ελάχιστη δυνατή ολική επιφάνεια.  
 

3. (α)  Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης  14
d
d2 +=+ χχψ
χ
ψχ  .  

(β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  .  ∫ χχημχ d22

4. (α) Α και Β είναι τα ενδεχόμενα του δειγματικού χώρου Ω με , )'A(P2)A(P =

2
1)B(P = και 

30
29)BA(P =∪ .  

Να υπολογίσετε τις τιμές των Ρ(Α), )BA(P ∩  και        .  )B/A(P

(β) Μια τετραμελής επιτροπή θα επιλεγεί από 5 άνδρες και 3 γυναίκες. Να 
υπολογίσετε τον αριθμό των τρόπων με τους οποίους μπορεί να συγκροτηθεί η 
επιτροπή αν πρέπει σ’ αυτή να συμμετέχουν 
1.  ακριβώς 2 γυναίκες.     2. τουλάχιστο 2 άνδρες. 
 

5. Δίδεται η ισοσκελής υπερβολή χψ=c². Η εφαπτομένη προς την υπερβολή στο 
σημείο της Α(ct,c/t) τέμνει τους άξονες χχ΄ και ψψ΄ στα σημεία Β και Γ αντίστοιχα. 
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Να δείξετε ότι τα μήκη των ΟΒ και ΟΓ έχουν γινόμενο ανεξάρτητο του t ( όπου Ο 
η αρχή των αξόνων ).  

 
6. Δίνονται οι παραβολές  (Π1) : ψ² = 2ρχ  και  (Π2) : χ² = 2ρψ ,  όπου ρ>0 .  

(α)  Να δείξετε ότι οι παραβολές αυτές τέμνονται μόνο σε δύο σημεία, από τα 
οποία το ένα είναι η αρχή των αξόνων και το άλλο το σημείο Β(2ρ,2ρ).  
(β)  Η εφαπτομένη της Π1 στο σημείο Β τέμνει τον άξονα χχ΄ στο σημείο Α και η 
εφαπτομένη της Π2 στο σημείο Β τέμνει το άξονα ψψ΄ στο σημείο Γ. Να βρείτε τις 
συντεταγμένες των Α και Γ και να δείξετε ότι βρίσκονται στον κύκλο με εξίσωση 

2 2² 4χ ψ ρ+ = . 
 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α΄ΜΕΡΟΣ Α΄ 

1. ∫ +
2
1

0

12 χχ de = = 
1
22 1

0

1
2

e χ+⎡ ⎤⎣ ⎦  = ( )12

2
1 ee − = ( )

2
1−ee  

 
2. Αξία   Φόρος εισαγωγής Τιμή εισαγωγής  

100                 55                      155 

10500                                         χ;  ⇒   100 155
10500 χ

=  ⇒ χ=155·105=£16275 

Τιμή εισαγωγής ΦΠΑ Τιμή αγοράς  
         100     8     108 

 16275        χ;         ⇒  16 275100 108 108·
16275 100

χ
χ

= ⇒ = =£17577 

3. L = 20 3
21lim

χ
χσυν

χ

−
→

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0  απροσδιόριστη μορφή  

L = ( )
( )20

1 2 '

0

2
1

4
1

lim
3 'χ

συν χ
χ→

−
= 

0

2 2m
6χ

ημ χli
χ→

= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

0
0  απροσδιόριστη μορφή 

L = 
( )
( )0

2 2 '
lim

6 'χ

ημ χ
χ→

 = 
0

4 2lim
6χ

συν χ
→

=  2 0
3
συν  = 2

3
 

4. ψ=χ²,  ψ=–χ²+χ      
Σημεία τομής:  χ² = –χ²+χ ⇒ 
2χ² – χ=0 ⇒ χ(2χ-1)=0 ⇒ χ=0, ψ=0 

  ⇒ (0,0)    ή     χ = 
2
1 , ψ =

4
1  ⇒ (

2
1 ,

4
1 ) 

    Μεταξύ των χ=0 και χ= 1
2
δοκιμάζω την τιμή  

     χ= 1
4

,    ( ) ( )1 1
1 24 4

1 3,
16 16 2 1ψ ψ ψ= = ⇒  ψ>

   ( )∫ −=
2
1

0

dE χψψ ΒΑ = ( )∫ −+−
2
1

0

22 dχχχχ = ( )∫ +−
2
1

0

2 d2 χχχ =
2
1

0

23

23
2 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−
χχ   
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= [ ]0
8
1

24
12 −⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +⋅−  = ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ +−

24
3

24
2 = 

24
1

  ⇒   Ε  =  
24
1

 τ.μ. 

 
5. χ² + ψ² + 2gχ +2fψ + c = 0    K(-g,-f) ,  R = cfg 22 −+    
χ² + ψ² - 4χ + 6ψ – 12 = 0 ⇒   g = -2 ,  f = 3  ,  c = –12  ⇒    
K(2,–3) , R= 1294 ++  ⇒  R = 5 μ.  

A(5,1)

χ² + ψ² - 4χ + 6ψ – 12 = 0  ⇒  

2χ+2ψ
χ
ψ

d
d –4+

χ
ψ

d
d =0 ⇒       Α(5,1)  χ=5 , ψ=1 

2·5+2·1·λεφ – 4+6·λεφ = 0  ⇒   6+8·λεφ = 0 ⇒  

8λεφ= –6 ⇒  λεφ = 
4
3

−  ,   A(5,1) 

ψ – ψ1 = λ(χ – χ1)  ⇒ ψ – 1 = 
4
3

− (χ – 5) ⇒  

4ψ – 4 = -3χ + 15 ⇒  3χ + 4ψ = 19 

ή  στον τύπο  χ1χ + ψ1ψ + g(χ+χ1) + f(ψ+ψ1)+ c = 0  

 A(5,1)  ⇒  χ1 = 5 ,  ψ1 = 1     g=–2  f=3  c=–12  ⇒ 5χ+ψ–2(χ+5)+3(ψ+1)–12 = 0 ⇒   

3χ + 4ψ = 19 

 
6. ψ = χ³ - 3χ ,  χ∈R  ⇒  

 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

−=

0
d
d

33
d
d 2

χ
ψ

χ
χ
ψ

⇒  3χ² - 3 = 0 ⇒ (χ+1)(χ-1) = 0 ⇒ χ = 1  ή  χ = –1  

2

2

d
d
χ
ψ = 6χ 

(i)  χ = -1  ⇒ 2

2

d
d
χ
ψ = -6 < 0 ⇒  η συνάρτηση ψ = χ³-3χ   παρουσιάζει μέγιστο  

     ⇒ χ = -1 ⇒ ψmax= 2   ⇒      max(–1,2)  

(ii)  χ=1 ⇒  2

2

d
d
χ
ψ = 6 > 0 ⇒  η συνάρτηση  ψ = χ³-3χ   παρουσιάζει ελάχιστο  

      ψmin = 1³-3·1 = 1-3= -2   ⇒   min(1,-2) 
 

7. ψ=2–3συνθ    ⇒  3d
d
ψ ημθ
θ
= ,     χ=3–2ημθ     ⇒  2dx

d
συνθ

θ
= −     

⇒  ·d d d
d d d
ψ ψ θ
χ θ χ
=  ⇒  ( ) 13

2
d
d
ψ ημθ
χ συνθ

⎛ ⎞= ⋅ ⎜ ⎟−⎝ ⎠
⇒    3

2
d
d
ψ εφθ
χ
= −  

2 2 2

2 2 2

3 1· ·
2 2

d d d d d d d d d
d d d d d dd d d

ψ ψ ψ ψ θ ψ εφθ
χ χ θ χ χ θχ χ χ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛= ⇒ = ⇒ = − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝⎝ ⎠ ⎝ ⎠ συνθ
⎞
⎟
⎠
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⇒   
2

2
2

3 1·
2 2

d
d
ψ τεμ θ

συνθχ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎟
⎠

= − −⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

 ⇒  
2

2
2

3
4

d
d
ψ τεμ θ τεμθ
χ

= ⋅ ⋅  ⇒ 
2

3
2

3
4

d
d
ψ τεμ θ
χ

=  

 
8. 20 λαμπτήρες,   5 ελαττωματικοί . 

( )

15 15!
3 3!
20
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠Ρ Α = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

·12!
20!

3!

15!·17! 12!
12!·20!

·17!

= =
·13·14·15·17!

12!·17!
13·14·15
18·19·20·18·19·20

= = 91
228

 

Ρ(Β) = Ρ(τουλάχιστον ένας μη ελαττωματικός) = 1 – Ρ(όλοι ελαττωματικοί) 

 = 

5
3 11 1
20 114
3

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠− = −
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 113
114

 

 

9.  ( )
2 1 1 0 0 0
3 4 0 1 0 0

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

A I O

A2=  
22 1 2 1 2 1 2·2 ( 1)·3 2·( 1) ( 1)·4 1 6

·
3 4 3 4 3 4 3·2 4·3 3·( 1) 4·4 18 13

− − − + − − + −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜+ − +⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

− ⎞
⎟
⎠

⎞
⎟
⎠

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

1 12 11 6 6 0
18 18 0 13 24 11
− + − + +⎛ ⎞

⎜ ⎟− + − +⎝ ⎠

Α2–6Α+11·I =  
1 6 2 1 1 0

6· 11·
18 13 3 4 0 1

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
− +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

     = =  =  
1 6 12 6 11 0

18 13 18 24 0 11
− − +⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎟
⎠

0 0
0 0
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

10. 2 1
d
d
ψ χψ
χ χ
=

+
⇒  2 1

d dψ χ χ
ψ χ

=
+∫ ∫  ⇒  ( )21ln ln 1

2
cψ χ= + +  ⇒  

( )2ln | | ln · 1 , 0ψ κ χ κ= + > ⇒ 2· 1ψ κ χ= + ⇒ 2 1ψ κ χ= ± + ⇒ 2 1ψ λ χ= +  

 

11. 
( )2

1
11 χ χ 2χ χ χ

Α Β Γ
= + +

−−
  ⇒  1≡ Αχ² + Βχ(χ-1) + Γ(χ-1) ⇒  

χ=0 ⇒ Γ=-1 ,       χ=1 ⇒  Α=1 ,      χ=2 ⇒ 1=4Α+2Β+Γ ⇒ Β =–1    ⇒  

( )

3

2
2 1

dχ
χ χ −∫ =

3

2
2

1 1 1
1

dχ
χ χ χ

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟−⎝ ⎠

∫ =
3

2

1ln 1 lnχ χ
χ

⎡ ⎤
− − +⎢ ⎥

⎣ ⎦
= 

1 1ln 2 ln1 ln 3 ln 2
3 2

− − + + −   = 4 1ln
3 6
−  

                    

12. 
111

111

222 +++ γβα
γβα =

2 2 2

1 1 1
α β γ
α β γ

=
2 2 2 2 2

0 0 1
α β β γ γ
α β β γ γ

− −
− −

 =  
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= ( )( )
2

0 0 1

60° 
Β 

Γ 

Δ 
Α 

80° 

1 1α β β γ γ
α β β γ γ

− −
+ +

( )( )=
1 1

α β β γ
α β β γ

− −
+ +

 

= ( )( )[ ]α β β γ β γ α β− − + − − = ( )( )( )α β β γ γ α− − −  
 

13.   80°+60°+χ+3χ=360°⇒4χ=220°⇒χ=55°⇒ ˆ 55Γ = ° και ˆ 165Δ = °  

    Α:  60 ·2520
360

°
°

=420 κιλά ,          Β:  80 ·2520
360

°
°

= 560 κιλά 

    Γ:   55 ·2520
360

°
°

=385 κιλά ,        Δ:  165 ·2520
360

°
°

=1155 κιλά 

 

14.  ⇒  22e ψχψ χ +=
d
d
ψ
χ

·eχ + ψ·eχ = 2χ + 2ψ d
d
ψ
χ

 ⇒  d
d
ψ
χ

( eχ – 2ψ)=2χ – ψ· eχ  ⇒  

d
d
ψ
χ

= 2 ·
2

e
e

χ

χ

χ ψ
ψ

−
−

  ⇒  
0

0
0
1

2·0 1·
2·1

d e
d eχ

ψ

ψ
χ =

=

−
=

−
= 1

1 2
−
−

=1 

   
15.  V=72cm³ ,    Υψος = πλευρά βάσης =  α   

    1 ·
3 BV E υ=  ⇒  72= 21· ·

3
α α ⇒   ⇒ 216=α³ ⇒ α=6cm.   

   4 24cmαΒ ΒΠ = ⇒ Π = KOM
Δ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

.  :   (ΚΜ)² = (ΚΟ)² + (ΟΜ)²  

   ⇒ h² = 6² + 3² ⇒ h² = 36 + 9 ⇒  h² = 45 ⇒  h = 45   ⇒  

   h = 3 5 cm.  1· ·
2

hΠΕ = ΠΒ  ⇒  1·24·3· 5
2

EΠ =  ⇒  36 5ΠΕ = cm² 
ΜΟ 

Κ 

Δ 

Γ Β 

Α 
υ 

α 

h 

2
α 2

α

 
ΜΕΡΟΣ Β΄

1. f(χ) = 
λχ

 ⇒  ( )
( )
( )

2

22

1· 2 ·
'f x

χ λ χ

χ λ

+ −
=

+

χ
+2

χ
 ⇒ ( )

( )
2

22
'f x λ χ

χ λ

−
=

+
    

( )' 1 0f =   ⇒  
( )

2

22

10
1

λ

λ

−
=

+
 ⇒ λ – 1 =0 ⇒  λ = 1  ⇒ f(χ) = 2 1

χ
χ +

   χ ∈  

( )
( )

( )

2

22 2

1'
1 1 1

' 0

f x

f

χ

χ χ χ

χ

⎫−
= ⎪⎪+ ⇒ = ⇒ = ±⎬

⎪
= ⎪⎭

 

χ -
∞ 

 -1  +
1 

 +∞ 

( )'f χ   – 0 + 0 –  
f(χ)        

 

Τα ακρότατα σημεία είναι:  min(-1, 1
2

− )    ,     max(1, 1
2

) 

( )
( )

2

22

1'
1

f x χ

χ

−
=

+
 ⇒  ( )

( ) ( )22 · 1
''f

χ χ
χ

− +
=

( )22 1χ− + ( )
( )

2

4 32

·2 · 1

1

χ χ

χ

−

+
  ⇒  
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( )
( )

3

32

2 4 2''
1

f χ χ χχ
χ

− − +
=

+
⇒  ( )

( )
( )

2

32

2 3
''

1
f

χ χ
χ

χ

−
=

+
,    ( )'' 0f χ =  ⇒ χ = 0 ,   χ = 3±  

Άρα τα σημεία καμπής είναι:   χ -∞ 3−   0  3  +∞ 
f΄΄(χ) – 0 + 0 – 0 + (– 3 ,– 3

4
),  (0,0),   ( 3 , 3

4
) 

 Οριζόντια ασύμπτωτη: ( ) 2lim lim 0
1

f
χ χ

χχ
χ

−

→−∞ →−∞
= =

+
 , ( ) 2lim lim 0

1
f

χ χ

χχ
χ

+

→∞ →∞
= =

+
⇒ ψ=0   

 

1
2−  

1
2  

(-1,- 1
2 ) 

3  

3−  

3
4

−

3
4

33,
4

⎛ ⎞
− −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(1, 1
2 ) 

33,
4

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2. V = 16π cm³ ⇒  πR²h = 16π ⇒  R²h = 16 ⇒  2

16h
R

=  ,    R>0,  h>0 

R 

υ 
22 2E Rολ π π= + Rh  ⇒  2

162 ² 2R R
R

π πΕ = +  ⇒  322 ²E R
R
ππ= +  

324
32² 4 0 4 ³ 32

²0

d R
dR R R R
dE R
dR

ππ
ππ π

Ε ⎫= − ⎪⎪⇒ − = ⇒ − =⎬
⎪=
⎪⎭

0π

34 ³ 32 8 2R R R cmπ π⇒ = ⇒ = ⇒ =  

324
²

d R
dR R

ππΕ
= −  ⇒  (

2

2 3

644 0d R
dR R

ππΕ
= + > > )0   ⇒ Η συνάρτηση του εμβαδού 

παρουσιάζει ελάχιστη τιμή για R = 2 cm.   2 2

16 16 4
2

h h h cm
R

= ⇒ = ⇒ =  

 

3. (α) 14
d
d2 +=+ χχψ
χ
ψχ   ⇒  2

4d
d

1ψ χψ
χ χ χ

+
+ =     (1)    (Γραμμική Δ.Ε.) 

Παράγοντας ολοκλήρωσης:   
4

4
4 ln ln 4

d
xe e I e

χ
χχ χ∫

Ι = ⇒ Ι = ⇒ = ⇒ Ι =   

111



Μαθηματικά Ενιαίου Λυκείου (6ωρο) 

(1)  ⇒  ( )4 3 24 1d
d
ψχ χ ψ χ χ
χ
+ = + ⇒  ( )4 3·d

d
2ψ χ χ

χ
χ= +   ⇒   

( ) ( )4 3 2·d dψ χ χ χ= +∫ ∫ χ   ⇒  
4 3

4·
4 3

cχ χψ χ = + +   ⇒  4

1 1
4 3

cψ
χ χ

= + +  

(β)  = ∫ χχημχ d22 ( )2 21 1 12 2 2
2 2 2

d d 2χ συν χ χ συν χ συν χ χ⎛ ⎞− = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  

= 21 2 2 ·
2

dχ συν χ συν χ χ χ− + ∫ = ( )21 12 2
2 2

dχ συν χ χ ημ χ− +  ∫
= 21 12 · 2 2

2 2
dχ συν χ χ ημ χ ημ χ χ⎡ ⎤− + −⎣ ⎦∫  

= 21 1 12 · 2 2
2 2 4

cχ συν χ χ ημ χ συν χ− +  + +

4. (α) ⇒ P(A =2(1 – P(A) ⇒ P(A) =2 – 2P(A) ⇒ P(A) = )'A(P2)A(P = ( ) 2
3

P A =  

2
1)B(P =  και 

30
29)BA(P =∪  ⇒  ( ) ( ) ( ) 29

30
P A P B P A B+ − ∩ =   

⇒  ( ) ( ) ( )2 1 29 2 1 29 1
3 2 30 3 2 30 5

P A B P A B P A B+ − ∩ = ⇒ ∩ = + − ⇒ ∩ =  

( ) ( )
( )

/
P A B

P A B
P B
∩

=  ⇒  ( )
1
5/
1
2

P A B =   ⇒  ( ) 2/
5

P A B =  

(β) Τετραμελής επιτροπή ,  5 άνδρες και 3 γυναίκες δηλ συνολικά 8 άτομα 

(i)  ακριβώς 2 γυναίκες   = 30 
5 3

·
2 2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(ii) τουλάχιστον 2 άνδρες   2 άνδρες , 2 γυναίκες  ή 3 άνδρες , 1 γυναίκα ή 4 άνδρες 

και 0 γυναίκες.   ⎛ ⎞
⎜ ⎟ =65 
5 3 5 3 3 5
2 2 3 1 0 4
⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞

+ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

5. χψ = c² ⇒ 
2cψ
χ

= ⇒
2d

d
ψ c
χ χ
= − , χ = ct  ,  c

t
ψ = ⇒  

2

1
tεφλ = −   , , cA ct

t
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ ( )2

1c ct
t t

ψ χ− = − − ⇒   

t²·ψ – t²· c
t

= – χ + ct ⇒ t²·ψ – c·t = – χ + ct  ⇒   

2 2tχ ψ+ = ct

,0

 εφαπτομένη.  

( )
2 2

2 2
0
t ct

ct B ct
χ ψ

χ
ψ

⎫+ =
⇒ = ⇒⎬

= ⎭
,     

 
2 2 2 20,
0
t ct c c

t t
χ ψ

ψ
χ

⎫+ = ⎛ ⎞⇒ = ⇒ Γ⎬ ⎜ ⎟= ⎝ ⎠⎭
 

Γ

B 

, cA ct
t

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

χψ=c² 

Ψ΄ 

Ψ 

Χ΄ 

Χ Ο 
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(OB)·(OΓ) = |χΒ|·|χΓ| = 22 · cct
t

 = 22 · cct
t

= 24c = , ανεξάρτητο του t. 24c

 

6. (α)  
22² 2

2
² 2 2

ψ ρχ χ ρχ
χ ρψ ρ

= ⎛ ⎞⎫
⇒ =⎬ ⎜ ⎟= ⎭ ⎝ ⎠

 ⇒  

Χ 

Ψ 

Ο

Β(2ρ,2ρ) 

Π1: ψ² = 2ρχ

Π2:  χ² = 2ρψ

Α 

Γ 

4

2 2
4
χ ρχ
ρ

=   ⇒ 4 38χ ρ χ=  ⇒  ( )3 38 0χ χ ρ− =   

⇒    χ = 0    ή  3 8 3χ ρ= ⇒ χ = 2ρ 
             ψ=0                              ψ=2ρ  
            Ο(0,0)                      Β(2ρ,2ρ) 
 
(β)  Εφαπτομένη Π1  στο Β(2ρ,2ρ) 
      ψ1ψ = ρ(χ+χ1) ⇒   2ρ·ψ = ρ(χ+2ρ) ⇒ 2ψ = χ + 2ρ  ⇒ 

      .   ( )
2 2 0 2

2 ,0
0 0

χ ψ ρ χ ρ
ρ

ψ ψ
− + = = −⎫

⇒ ⇒ Α −⎬= =⎭
Εφαπτομένη Π2:  χ² = 2ρψ στο Β(2ρ,   χ1χ = ρ(ψ+ψ1) ⇒ 2ρ·χ =ρ(χ+2ρ) ⇒ 2χ = ψ + 2ρ 

     ( )
2 2 0 2

0, 2
0 0

χ ψ ρ ψ ρ
ρ

χ χ
− − = = −⎫

⇒ ⇒ Γ −⎬= =⎭
   

    Κύκλος: χ²+ψ²=4ρ²   ,   ( ) ( )22 ,0 2 0² 4 ²ρ ρΑ − ⇒ − + = ρ  ⇒  Α ανήκει στο κύκλο 
       ( ) ( )20, 2 0 2 ² 4 ²ρ ρ ρΒ − ⇒  Β ανήκει στο κύκλο ⇒ + − =
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΣΧΟΛΩΝ (ΤΕΧΝΙΚΟ ΤΜΗΜΑ) 

 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                                                  Ιούνιος 2000 
Τεχνικό τμήμα (Τ.Σ.)                                                            Χρόνος: 2 ώρες 30 λεπτά 
   
ΜΕΡΟΣ Α΄ (Από τις 15 ερωτήσεις να απαντήσετε μόνο στις 12) 

1. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα 
2

0

dx

π

ημχ∫  

2. Να βρείτε τις συντεταγμένες του κέντρου και το μήκος της ακτίνας του κύκλου 
με εξίσωση χ² + ψ2 – 6χ – 4ψ + 4 = 0 

 

3. Η συνάρτηση  2
3

3αχψ
χ β

+
=

−
 περνά από το σημείο (1, - 1) και έχει κατακόρυφη 

ασύμπτωτη την ευθεία χ=5. Να βρείτε τις τιμές των α και β. 

4. Να βρείτε τον όρο τον ανεξάρτητο του χ στο ανάπτυγμα του 
6

2
2

3χ
χ

⎛ ⎞
−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. 

5. Με πόσους τρόπους μπορεί να εκλεγεί μια εξαμελής επιτροπή από μια ομάδα 10 
ατόμων, αν δύο συγκεκριμένα άτομα πρέπει είτε να συμπεριληφθούν και τα δύο 
στην επιτροπή είτέ να μη συμπεριληφθεί κανένα από τα δύο στην επιτροπή. 

6. Να δείξετε ότι Τοξεφ3 + Τοξεφ2 = 3
4
π  

7. Να βρείτε την παράγωγο d
d
ψ
χ

 των συναρτήσεων: 

(i)    (ii)  (2 ln 3 1e χψ = ⋅ + )χ
1 2

εφχψ
συν χ

=
+

    

 
8. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα ( )2 3 3 dxχ ημ χ+∫  

9. Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης  2

·
1

d
d
ψ χψ
χ ψ
=

+
  

10. Να βρείτε τη γενική λύση της τριγωνομετρικής εξίσωσης  

 7 5
7 5

ημ χ ημ χ
συν χ συν χ

−
=

+
3

3
. 

11. Να υπολογίσετε το 
0

lim e eχ χ

χ ημχ

−

→

−  

12. Αν η ευθεία με εξίσωση ψ – λχ + 7 = 0 περνά από το ελάχιστο της συνάρτησης  
 ψ = χ² – 4χ + 3, να βρείτε την τιμή του λ. 
 
13. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος έχει το κέντρο του πάνω στον άξονα 

των χ και τέμνει τους άξονες των χ και ψ στα σημεία (7,0) και(0, 7 ) αντίστοιχα. 
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14. Το χωρίο που περικλείεται μεταξύ της καμπύλης ψ=χ² και της ευθείας  6ψ χ= +  
περιστρέφεται, πλήρη στροφή, γύρω από τον άξονα των χ. Να υπολογίσετε τον 
όγκο του παραγόμενου στερεού. 

15. Αν  ψ = eχ·συνχ , να δείξετε ότι: 
2

2 2 2d d
dd

ψ ψ ψ
χχ

0− + =  

 
ΜΕΡΟΣ Β΄ (Από τις 6 ερωτήσεις να απαντήσετε στις 4). 
 
1. (α)  Δίνεται η συνάρτηση με εξίσωση y = 2χ3 – 6χ. Να βρείτε το πεδίο ορισμού, 

τα σημεία τομής με τους άξονες των συντεταγμένων, τα τοπικά ακρότατα 
(μέγιστο, ελάχιστο) και να κάνετε τη γραφική της παράσταση. 

 (β) Στη συνέχεια να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από 
την καμπύλη και το θετικό ημιάξονα των χ. 

 

2. (α) Αν χ = t2   και  ψ = 4t , να δείξετε ότι:  
2

2
26 0d d

dd
ψ ψχ χ ψ

χχ
+ + =  

(β) Να υπολογίσετε το ολοκλήρωμα  
( )

3

1 1
dx

χ χ +∫  

3. Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής   ( ) ( )41 2d
d

1ψχ ψ χ
χ

+ − = +  

4. Μια τριμελής επιτροπή πρόκειται να καταρτισθεί από ένα κατάλογο που 
περιλαμβάνει 4 Έλληνες, 2 Ελβετούς και 1 Αιγύπτιο. Με πόσους τρόπους μπορεί 
να σχηματισθεί η επιτροπή αν: 

 (α) πρέπει να περιλαμβάνει άτομα και από τις τρεις εθνικότητες 
(β) τα δυο άτομα πρέπει να είναι της ίδιας εθνικότητας και το τρίτο 

διαφορετικής. 
 
5. Το χωρίο που περικλείεται από την καμπύλη με εξίσωση χ2+y2=25 και την 

ευθεία χ+2y=10 και το οποίο βρίσκεται στο πρώτο τεταρτημόριο, περιστρέφεται, 
πλήρη στροφή, γύρω από τον άξονα των χ. Να  υπολογίσετε τον όγκο του 
παραγόμενου στερεού. 

 
6. (α) Να δείξετε ότι:  συν(100 - χ)·συν(100 + χ) + συν(80°-χ)·συν(800 + χ) = συν2χ. 
 (β) Στη συνέχεια να λύσετε, στο διάστημα [0°,360°], την εξίσωση  

συν(100 - χ)·συν(100 + χ) + συν(80°-χ)·συν(800 + χ) = συνχ 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

Μέρος Α΄ 

[ ]1. ( )
2

2
0

0

0 0 1 1
2

dx

π
π πημχ συνχ συν συν⎛ ⎞= − = − − − = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠∫  

2. ( )2 2 2 26 4 4 0, , ,g f R g f cχ ψ χ χ+ − − + = Κ − − = + −  

( ) ( ) ( )2 23, 2, 4 3, 2 , 3 2 4 3g f c K R= − = − = ⇒ = − + − − =  
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3. 2
3

3αχψ
χ β

+
=

−
.      χ = 5 κατ. ασύμπτωτος ⇒ 3·5 – β = 0 ⇒  β = 15  

( ) 2 ·1 31, 1 1 2 3 12
3·1 15
α α+

− ⇒ − = ⇒ + = ⇒
−

9
2

α =  

4. 
6

2
2

3χ
χ

⎛ ⎞
−⎜

⎝ ⎠
⎟ ,           1 ·ν κ κ

κ

ν
α β

κ
−

+

⎛ ⎞
Τ = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( )62
1 2

6 3·
κ

κ

κ χ
κ χ

−

+

⎛ ⎞⎛ ⎞
Τ = −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
=

( )12 2
2

36
· ·

κ
κ

κχ
κ χ

− −⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

= ( ) 12 46
· 3 ·κ κχ

κ
−⎛ ⎞

−⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒  

12 – 4κ = 0 ⇒ κ = 3 ⇒   = –540 ( )3
4

6
· 3 27·20

3
⎛ ⎞

Τ = − = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

5. (α)  Αν τα δύο άτομα συμπεριληφθούν ⇒ 
8 8·7·6·5
4 1·2·3·4
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 70  τρόποι 

(β)  Αν τα δύο άτομα δεν θα συμπεριληφθούν ⇒ 
8 8·7
6 1·2
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 = 28 τρόποι 

Συνολικά :  70 + 28 = 98 τρόποι 

6. Θέτω α = τοξεφ3  εφα = 3,  0 < α < 
2
π ,      β = τξεφ2    εφβ = 2,  0 < β <

2
π  

0<α + β< π ⇒  ( ) 3 2 1
1 · 1 6
εφα εφβεφ α β
εφα εφβ
+ +

+ = = = −
− −

 ⇒  ( )
4
πεφ α β εφ ⎛ ⎞+ = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

⇒ 
4
πα β κπ+ = − ,  κ = 1 ⇒ 3

4
πα β+ =  33 2

4
πτοξεφ τοξεφ+ =  

 
7. (i)   ( )2 ·ln 3 1e χψ χ= +

   ( )2 232 ·ln 3 1 ·
3 1

d e e
d

χ χψ χ
χ χ
= + +

+
= ( )2 3· 2 ln 3 1

3 1
e x

x
χ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥+⎣ ⎦

 

(ii)  
( )

( )

2

2

1 2 2· 2 ·
1 2 1 2

d
d

τεμ χ συν χ ημ χ εφχεφχ ψψ
συν χ χ συν χ

+ +
= ⇒ =

+ +
 

8. ( ) ( ) ( )2 21
3 3 3 3

3
dx dχ ημ χ χ συν χ+ = + −∫ ∫ = 

( ) ( )2 21
3 3 3 3

3
dχ συν χ συν χ χ− + + +⎡ ⎤⎣ ⎦∫ = ( )21 1

3 3 3 ·2
3 3

dχ συν χ συν χ χ χ− + + ∫ =  

( ) ( )21 2
3 3 · 3

3 9
dχ συν χ χ ημ χ− + + ∫ = ( )21 2

3 3 · 3 3
3 9

dχ συν χ χ ημ χ ημ χ χ− + + −⎡ ⎤⎣ ⎦∫  

= ( )21 2 2
3 3 · 3 3

3 9 27
Cχ συν χ χ ημ χ συν χ− + + + +  

9. 2

·
1

d
d
ψ χψ
χ ψ
=

+
 ⇒ 

2 1 d dψ ψ χ χ
ψ
+

=  

116



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΣΧΟΛΩΝ (ΤΕΧΝΙΚΟ ΤΜΗΜΑ) 

⇒ 1 d dψ ψ χ
ψ

⎛ ⎞
+ =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ χ  ⇒  

2 2

ln | |
2 2

Cψ χψ+ = +  

10.  7 5
7 5

ημ χ ημ χ
συν χ συν χ

−
=

+
3

3
   

2 · 6ημχ συν χ

2 · 6συνχ συν χ
3

3
=    3 30

3
εφχ εφ= = °   

χ = 180°κ+30°    ,    κ ∈

11.  
0

0
lim , .

0
e e

L
χ χ

χ
απροσδ

ημχ

−

→

−
= ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

     

( )
( )

0 0

0 0

' 1 1
lim lim 2

' 0

e e e e e e
L

χ χ χ χ

χ χημχ συνχ συν

− −

→ →

− + + +
= = = =

1
=  

12.  2 4 3 2d
d

4ψψ χ χ χ
χ

= − + ⇒ = −  ,    0 2 4 0d
d

2ψ χ χ
χ
= ⇔ − = ⇔ = ,  

2

2 2 0d
d
ψ
χ

= >  ⇒ για χ = 2 παρουσιάζει ελάχιστο ⇒ ψ = –1 ⇒ (2,–1) ελάχιστο 

Για  (2,–1)  η   ψ – λχ + 7 = 0  ⇒ –1 – 2λ +7 = 0 ⇒  λ = 3  

 
13.  Έστω χ² + ψ² +2gχ + 2fψ + c = 0 η εξίσωση του κύκλου 

  ⇒  (Κ): ( ), 0 0K g f− ⇒ = 2 2 2 0g cχ ψ χ+ + + =   (1)  

Για (7,0) ⇒  49 14 0g c+ + =  (2) . Για  ( )0, 7 7 ⇒  7 0c c+ = ⇒ = −   (3)   

( ) ( )3 ^ 2 14 42 3g g⇒ = − ⇒ = −    (4)  

( ) ( ) ( ) ( ) 2 23 ^ 4 ^ 1 : 6 7 0K χ ψ χ⇒ + − − =

x

 

14.  Σημεία τομής : ψ=χ², ψ=χ+6 ⇒ χ² – χ – 6 = 0 ⇒ χ=3 ή χ=-2 ⇒ (3,9) , (-2,4)   

( )
3

2 2
1 2

2

V dπ ψ ψ
−

= −∫ =   

Χ 

ψ=χ+6 ψ=χ² 

Ψ 

3Ο 

6 

4 

2 

    = ( )
3

2 4

2

6 dxπ χ χ
−

⎡ ⎤+ −⎣ ⎦∫  

    =  ( )
3

2 4

2

12 36 dxπ χ χ χ
−

+ + −∫

    =
33 5

2

2

6 36
3 5
χ χπ χ χ

−

⎡ ⎤
+ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 

    
243 8 329 54 108 24 72
5 3

π π⎛ ⎞ ⎛= + + − − − + − +⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ 5

⎞
⎟
⎠

   = 500
3
π  κ.μ. 

15.  ψ = eχ·συνχ  ⇒ d e e
d

χ χψ συνχ ημχ
χ
= −   
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⇒ 
2

2

d e
d

χψ συνχ
χ

= e e eχ χ χημχ ημχ συνχ− − −  ⇒ 
2

2 2d e
d

χψ ημχ
χ

= −  

     ( )
2

2 2 2 2 2 2d d e e e e
dd

χ χ χ χψ ψ ψ ημχ συνχ ημχ συνχ
χχ

− + = − − − +  

   =  2eχημχ− 2eχσυνχ− 2eχημχ+ 2eχσυνχ+ 0=  
ΜΕΡΟΣ Β΄  

1. (α) 32 6ψ χ= − χ     π.ο. :  χ ∈  

Σημεία τομής με άξονες συντ/νων: Για χ = 0 ⇒ ψ = 0 ⇒ (0,0) 

Για ψ = 0⇒ ( )22 3χ χ − = 0 ⇒ χ=0 ή χ= 3  ή χ=- 3 ⇒ (0,0), ( 3 ,0), (- 3 ,0) 

Τοπικά ακρότατα:  26 6d
d
ψ χ
χ
= − ,  0d

d
ψ
χ
=  ⇒  6(χ² - 1) = 0 ⇒ χ = 1 ή χ = -1 

χ −∞   1−   1+
 

 +∞ χ = -1 ⇒ ψ = 4   ⇒  max (-1,4) 
 
χ = 1  ⇒ ψ = -4  ⇒  min (1 , -4) 
 
 

(β)  ( )
3

3

0

2 6 dxχ χΕ = − −∫  

 = 
34

2

0

3
2
χ χ
⎡ ⎤

− −⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

 = ( )9 9 0 0
2

⎛ ⎞− − + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 = 99
2

−  

= 9
2

 τ.μ. 

 

2. (α) 

 
 

2

2 4
4
t dx dt

dt dtt
χ ψκαι
ψ

⎫=
⇒ = =⎬

= ⎭
  ⇒  4 2

2

d
dt
d
dt

d
d t t

ψ

ψ

ψ
χ
= = = ⇒  2d

d t
ψ
χ
=   

2

2 2 3t
2 1 2 1 1· · ·

2 2
d d d dt d

dt d d dt t t td t
ψ ψ

χ χχ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = = − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 ⇒  

2

2 3

1d
d t
ψ
χ

= −  

2
2 4 2

2 3

1 26 6 · · 4 6d d t t t t t t
d td t

ψ ψχ χ ψ
χχ

⎛ ⎞+ + = − + + = − + + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 2 4 0

(β)  
( ) ( )1 1 1

1 1
χ χ

χ χ χ χ
Α Β

= + ⇔ ≡ Α + + Β
+ +

.   

d
d
ψ
χ

 
 + 0 - 0 +  

ψ        

Ο 

Ψ 

Χ-1 3−  

 

1 3
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Για χ = 0 ⇒ Α = 1. Για χ = -1 ⇒ Β= -1    ⇒  
( )

1 1 1
1 1χ χ χ χ

= −
+ +

 

⇒ 
( ) [ ]

3 3
3

1
1 1

1 1 ln | | ln | 1 |
1 1

d dχ χ χ χ
χ χ χ χ

⎛ ⎞
= − = − +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

∫ ∫  = 
3

1

ln
1

χ
χ

⎡ ⎤
⎢ ⎥+⎣ ⎦

  

                      = 3 1 3 2 3ln ln ln · ln ln 3 ln 2
4 2 4 1 2

⎛ ⎞− = = = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3. ( ) ( ) ( )4 321 · 2 1 · 1d d
d d
ψ ψχ ψ χ ψ χ
χ χ ψ

+ − = + ⇒ − = +  

( ) ( )

( )
2

12 ln
12 ln| 1|1

2

1
1

d
e e e

χ
χχχχ

χ

−
+− ++∫

Ι = = = =
+

 

⇒ 
( ) ( ) ( )2 3 2

1 2 1· · 1 ·
1 1 1

d d
d d
ψ ψ χ ψ χ
χ χχ χ χ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ 1− = + ⇒ = +
⎜ ⎟+ + +⎝ ⎠

 ⇒  

⇒  
( )

( )2

1 · 1
1

dψ χ
χ

= +
+ ∫ χ   ⇒  

( )

2

2

1 ·
21

Cχψ χ
χ

= + +
+

  ⇒ 

( )
2

21 ·
2

Cχψ χ χ
⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
4.  4 Έλληνες,  2 Ελβετοί,  1 Αιγύπτιος 

(α)  Θα περιλαμβάνει 1 Έλληνα, 1 Ελβετό, 1 Αιγύπτιο 

       ⇒
4 2

· ·
1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1⎜ ⎟  = 4·2 = 8 τρόποι

(β)  Θα περιλαμβάνει:  

• είτε 2 Έλληνες + 1 Ελβετό ⇒ 
4 2 4·3·
2 1 1·2
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

·2  = 12 τρόποι  

• είτε 2 Έλληνες + 1 Αιγύπτιο ⇒ 
4 4·3·1
2 1·2
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 6 τρόποι  

• είτε 2 Ελβετούς + 1 Έλληνα ⇒ 1· = 
4
1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 τρόποι  

• είτε 2 Ελβετούς + 1 Αιγύπτιο ⇒ 1 τρόπος 
Σύνολο: 12 + 6 + 4 +1 = 23 τρόποι  

5.     Σημεία τομής κύκλου με ευθεία:  

      2 2

2 10 10 2
25

χ ψ χ ψ

χ ψ

+ = ⇒ = −

+ =
  

     ⇒ (10-2ψ)² + ψ² =25 ⇒  
     ⇒ 100 - 40ψ + 4ψ² + ψ²-25 = 0 

-5 

3 Β

Α 5 

-5 5 
     ⇒ 5ψ² - 40ψ + 75 = 0 ⇒  
     ⇒ ψ² - 8ψ + 15 = 0  ⇒  
     ⇒ (ψ –3)(ψ – 5) = 0 ⇒ 
     ⇒ ψ = 3 ή ψ = 5 
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     ψ = 3 ⇒ χ =4 ⇒ (4,3) 
     ψ = 5 ⇒ χ = 0 ⇒ (0,5)  
 

( ) ( )24 4
2 2 2

1 2
0 0

10
25 25

4
V dx dx

χ
π ψ ψ π χ π

⎡ ⎤−
= − = − − =⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
∫ ∫ 2 25χ− −

4 2

0

5
4

dxχχ
⎛ ⎞

+ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
∫  

    =  
44 2 2 3

0 0

5 5 5 16 64 80 405 5· 5· 40
4 2 12 2 12 3 3

dxχ χ χ π . .χ π π π
⎛ ⎞ ⎡ ⎤ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− = − = − = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎣ ⎦
∫ κ μ  

 
6. (α)  ( ) ( ) ( )(10 )· 10 80 · 80συν χ συν χ συν χ συν χ° − ° + + ° − ° + =   

  = 20 2 160 2
2

συν συν χ συν συν χ° + + ° +  = 20συν ° 20συν− ° 2 2
2

συν χ+ = 

  = 2συν χ  

 (β)  ( ) ( ) ( )(10 )· 10 80 · 80συν χ συν χ συν χ συν χ συνχ° − ° + + ° − ° + =  
( )α
⇔   

 2 2 360συν χ συνχ χ κ χ= ⇔ = ° ±  ,  κ ∈  

 (i)  2 360 360χ κ= °χ κ χ+= °  ⇒   
       κ = 0 ⇒  χ = 0°  χ = 360°, κ = 1 ⇒     

 (ii)  2 360 3 360χ κ= ° 120χ κ= °χ κ χ−= ° ⇒  ⇒  
χ = 0° χ = 120° χ = 240° χ = 360°           κ = 0 ⇒ , κ = 1 ⇒ ,  κ = 2 ⇒ , κ = 3 ⇒   

 Λύσεις στο διάστημα [0°,360°] είναι 0°, 120°, 240°, 360° . 
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ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΑ ΙΔΡΥΜΑΤΑ 
 
ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 4                Ιούνιος 2000 
                                                                                                  Χρόνος: 3 ώρες 
ΜΕΡΟΣ A΄ 

Να λύσετε όλες τις ασκήσεις.  

1. Αν   23 5 2x xy e e−= −  να δείξετε ότι:  
2

2 4 0d y y
dx

− =  

2. Κάποιος αγόρασε ένα αυτοκίνητο και ακολούθως το πούλησε προς £2 990 κερδίζοντας 
έτσι 15% πάνω στην τιμή αγοράς. Να βρείτε πόσα το αγόρασε. 

 
Μισθός 

ix  
Αριθμός υπαλλήλων 3. Ο πιο  κάτω πίνακας παρουσιάζει τον εβδομαδιαίο 

 μισθό  σε λίρες των 20 υπαλλήλων μιας 
βιομηχανίας. Να βρείτε τη μέση τιμή 

if  
χ  και την 

τυπική απόκλιση σ  των παρατηρήσεων. 
60 3 
80 5 
110 6  

 120 4 
 140 2 
 
4. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου, που έχει το κέντρο του πάνω στην ευθεία ,  ψ = -χ 

και περνά από τα σημεία τομής των κύκλων: 
     χ2 +ψ²–2χ +10ψ –24= 0,              χ² +ψ²+2χ+ 2ψ–8=0 

5. Δίνεται η διαφορική εξίσωση:  ² ld
d

nψχ ψ χ
χ
= .  α) Να βρείτε τη γενική της λύση. 

      β) Να βρείτε την ειδική της λύση για την οποία ψ=2, όταν χ=1 
 

6.  
 
 
 

 
 
Στο πιο πάνω σχήμα το τρίγωνο ΑΒΓ έχει ˆ 90Α = ° , ˆ 30Β = °  και (ΒΓ)=2α  cm και το 
τρίγωνο ΔΑΓ είναι ισόπλευρο. Το τετράπλευρο ΑΒΓΔ στρέφεται πλήρη στροφή γύρω 
από τον άξονα xx΄ που περιέχει την πλευρά ΑΒ. Να βρείτε τον όγκο του στερεού που 
παράγεται. 

 
7. Να λύσετε την εξίσωση:   2 Τοξσυν χ = Τοξημ χ 

8.   Δίνεται ο πίνακας  .   α) Να βρείτε τους πίνακες Α² και Α
1 3
2 1
⎛ ⎞

Α = ⎜ −⎝ ⎠
⎟

20. 

     β) Αν Α20 + μ·Α4 + 7ν·Ι = (Ο), όπου μ,ν ∈ , Ι είναι ο μοναδιαίος πίνακας 2 χ 2,   και 
(Ο) ο μηδενικός πίνακας 2 χ 2, να δείξετε ότι ισχύει:    7μ + ν = –79 .  

x΄ x 

Δ 

Γ 

Β Α 

2α cm 

30° 
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9. Δίνεται η παραβολή  ψ2 =4αχ  και  Ρ (αρ2,2αρ) σημείο πάνω σ’ αυτή. 
      α) Να δείξετε ότι η εξίσωση της εφαπτομένης της παραβολής στο σημείο Ρ είναι: 

2ρψ χ αρ= + . 
 β)  Η εφαπτομένη της παραβολής στο Ρ τέμνει τον άξονα των y στο σημείο Τ. Από το 
σημείο Ρ φέρνουμε ευθεία (ε) παράλληλη προς τον άξονα των y. Αν Ε είναι η εστία της 
παραβολής και η ευθεία ΤΕ τέμνει την ευθεία (ε) στο σημείο Η, να βρείτε την εξίσωση 
της καμπύλης πάνω στην οποία βρίσκεται ο γεωμετρικός τόπος του σημείου Η. 

 
10.  Δίνονται τα ψηφία 0,3,4, 5,6,7. Να βρείτε πόσους άρτιους αριθμούς μεγαλύτερους του 

μπορούμε να    σχηματίσουμε, αν δεν επιτρέπεται επανάληψη ψηφίων. 50000
 
ΜΕΡΟΣ B΄ 

Να λύσετε όλες τις ασκήσεις.  
 

1. Δίνεται η συνάρτηση:  
2

2

2 2
2

χ χψ
χ χ
− +

=
−

 

 α) Να βρείτε το πεδίο ορισμού, το ακρότατο, τις ασύμπτωτες και να κάνετε τη γραφική 
της παράσταση. 
 β) Το εμβαδόν Ε του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη με εξίσωση 

2

2

2
2

χ χψ 2
χ χ
− +

=
−

 τον άξονα των x και τις ευθείες χ=α και χ=α+1, α>2 είναι 31 ln
2

Ε = + .  

Να βρείτε την τιμή του α. 
 

2. Γεωργός θέλει να κατασκευάσει δεξαμενή νερού χωρητικότητας 10 000 m3, που να έχει 
σχήμα ορθογώνιου παραλληλεπιπέδου ανοιχτού στο πάνω μέρος και του οποίου η βάση 
να είναι τετράγωνο πλευράς x m. Αν το κόστος κατασκευής είναι για μεν τη βάση £5 το 
τετραγωνικό μέτρο, ενώ για τα πλάγια τοιχώματα £2 το τετραγωνικό μέτρο, 

α) να δείξετε ότι το κόστος κατασκευής y είναι:  800005 ²ψ χ
χ

= +  

β) να βρείτε τις διαστάσεις που πρέπει να έχει η δεξαμενή ώστε το κόστος 
κατασκευής να είναι ελάχιστο. 

 

3. α)  Να βρείτε το 2 1
4 ² 9

dχ χ
χ

−
+∫ .    

       β) Να βρείτε στη μορφή ψ=f(x) τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης:      

             
( )2

2

2 1
4 9

d
d

χ χψχ ψ
χ χ

−
− =

+
,   χ > 0 . 

4. Δίνεται η ισοσκελής υπερβολή xy = c2. Τα σημεία Ρ (cρ , c
ρ

 ) και T(ct, c
t

) κινούνται 

πάνω στην υπερβολή έτσι ώστε το μήκος της χορδής PT να έχει σταθερό μήκος κ. Να 
δείξετε ότι ο γεωμετρικός τόπος του μέσου Μ της χορδής PT βρίσκεται πάνω στη 
γραμμή με εξίσωση:  4 (χψ-c2)(χ²+ψ²) =κ2χψ.  

122



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 4 

5. Ένας καθηγητής της Φυσικής Αγωγής τοποθετεί μια ομάδα ν μαθητών σε ευθεία 
γραμμή. 

     α) Αν δύο από αυτούς είναι αδέλφια, να βρείτε συναρτήσει του ν, την πιθανότητα Ρ1 
του ενδεχομένου τα δύο αδέλφια να  μη στέκονται το ένα δίπλα στο άλλο. 

     β) Να βρείτε τον ελάχιστο αριθμό μαθητών που χρειάζονται. ώστε να είναι Ρ1>
3
4

. 

     γ) Αν ν 365, να βρείτε συναρτήσει του ν, την πιθανότητα Ρ≤ 2 του ενδεχομένου  η 
ομάδα των ν μαθητών να περιέχει τουλάχιστον δύο άτομα που να έχουν τα γενέθλιά 
τους την ίδια ημέρα του χρόνου. (Να θεωρήσετε ότι ο χρόνος έχει 365 ημέρες). 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

1. 2 23 5x xy e e−= − ⇒ 2 26 10x xdy e e
dx

−= + ⇒ 
2

2 2
2 12 20x xd y e e

dx
−= −  ⇒ ( )

2
2 2

2 4 3 5x xdy e e
dx

ψ

−= −  

⇒  
2

2 4dy y
dx

=  ⇒  
2

2 4 0dy y
dx

− =  

2.  
Αξία Κέρδος Πώληση 100 115

2990χ
=  ⇒  100·2990

115
χ = ⇒  2600χ =  £100 £15 £115 

χ;  Το αυτοκίνητο το αγόρασε £2600 £2990 
 
3.  

Μισθός 
ix  

Αριθμός υπαλλήλων 
if  ·i if χ  ( )2

iχ χ−  ( )2·i if χ χ−  

60 3 180 40²=1600 3·1600 = 4800 
80 5 400 400 2000 
110 6 660 100 600 
120 4 480 400 1600 
140 2 280 1600 3200 

 20fi =∑  2000i if χ =∑  ( 2
ifi )χ χ−∑ = 12200 

   2000 100
20

i i

i

f
f
χ

χ = = =∑
∑

,       
( )2

i

i

fi
f

χ χ
σ

−
= ∑

∑
12 200 610 24,69

20
= ==  

4. Έστω ότι η εξίσωση του ζητούμενου κύκλου είναι  χ² + ψ² + 2gχ + 2fψ + c = 0  
 K(-g,-f) και 2 2R g f= + − c

f
,       

(ε): ψ = -χ    Κ∈(ε), ,gχ ψ= − = −   ⇒  -f=g  (1) 

( )

2 ² 2 10 24 0
² ² 2 2 8 0 ( )

4 8 16 0 2 4 0 2 4 1

χ ψ χ ψ
χ ψ χ ψ

χ ψ χ ψ χ ψ

+ − + − =
+ + + − = −

− + − = ⇒ − + = ⇒ = −

 

( ) ( )2 22 4 2 2 4 10 24 0ψ ψ ψ ψ− + − − + − = ⇒  
24 16 16 ² 4 8 10 24 0ψ ψ ψ ψ ψ− + + − + + − =  ⇒ ( )25 10 0 2ψ ψ ψ ψ 0− = ⇒ − = ⇒  
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ψ=0  χ=–4   ή  ψ =2  χ=0   ⇒  Σημεία τομής των δύο κύκλων  Α(-4,0)  και  Β(0,2) 
( )1

⇒
( )1

⇒
Τα σημεία Α και Β ανήκουν στον ζητούμενο κύκλο άρα οι συντεταγμένες των σημείων 
επαληθεύουν την εξίσωση του. 

    
( )

16 8 016 8 0
4 ² 0² 8 0 0

4 4 04 4 0
0² 2² 0 4 0

f cg c
g c

f cf c
f c g fg f

+ + =− + = ⎫⎫
− + − + + = ⎫⎪ ⎪⇒ ⇒ + ++ + =⎬ ⎬
+ + + + = ⎪⎭

⎪= ⎬
⎪ ⎪= −= − ⎭ ⎭

 ⇒  

    12 4 0 3f f+ = ⇒ = −  ⇒ 3g =  ⇒  8c =      ⇒ 2 2 6 6 8 0χ ψ χ ψ+ + − + =  

2ος τρόπος (“δέσμη κύκλων”) 

      Οι κύκλοι που περνούν από τα σημεία τομής των δοθέντων κύκλων είναι : 

       ⇒  ( )2 2 2 22 10 24 · 2 2 8χ ψ χ ψ μ χ ψ χ ψ+ − + − + + + + − = 0

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 21 1 2 1 2 5 24 8μ χ μ ψ μ χ μ ψ μ+ + + + − + + + + − − = 0  ⇒ 

 ( )2 2 1 5 8 242 2 0
1 1 1

1μ μ μχ ψ χ ψ
μ μ μ
− + +

+ + + − =
+ + +

  ⇒   1 5,
1 1

μ μ
μ μ

⎛ ⎞− +
Κ − −⎜ ⎟+ +⎝ ⎠

,  

  (ε): ψ = -χ    Κ∈(ε) ⇒ 5 1, 1
1 1

μ μ μ
μ μ
+ −

− = ≠
+ +

−   ⇒  ( )5 1μ μ− + = −  ⇒ 2μ = −  

( )1

⇒ 2 2 3 3 16 242· 2· 0
1 1 1

χ ψ χ ψ− − +
+ + + − =

− − −
⇒ 2 2 6 6 8 0χ ψ χ ψ+ + − + =  

 

5. (α) ² ld
d

nψχ ψ χ
χ
=  ⇒  2 lnd dψ ψ χ χ χ−=  ⇒  2 lnd dψ ψ χ χ−= χ∫ ∫   ⇒ 

( ) (
2 2

1 1 1ln ln ln
2 2

d dψ ψ )χ χ χ χ χ− − −= − ⇒ = − − −∫ ∫ χ  ⇒  
2 ln 1 1·

2
dψ χ χ

χ χ χ
= − + ∫   

⇒  
2

2ln
2

dψ χ χ χ
χ

−= − + ∫  ⇒  ( )
2

1ln
2

cψ χ χ
χ

−= − + − +  ⇒ 
2 ln 1

2
cψ χ

χ χ
= − − +  . 

(β)  ψ=2, χ=1  ⇒  
22 ln1 1 2 0 1 3

2 1 1
c c= − − + ⇒ = − + ⇒ =c  

2
2ln 1 2ln 23 6

2
ψ χ χψ

χ χ χ χ
= − − + ⇒ = − − + Ειδική λύση. 
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x΄ x 

Δ 

Γ 

Β Α 

2α cm 

30° 

Δ΄

Γ΄

α

Α 
2
α

3
2

α 3α  

α

α

H 

6.     

 ορθογώνιο, ⇒   

( ) (V V V VΑΓΔΗΑΒΓ ΑΔΗ= + − )

)(
Δ

ΑΒΓ ˆ 30Β = °

 
2
ΒΓ

ΑΓ =  ⇒  ΑΓ=α 

       (ΑΒ)²=(ΒΓ)²-(ΑΓ)² ⇒  (ΑΒ)²=4α²-α² ⇒  

(ΑΒ)²=3α² ⇒ ΑΒ=α 3  

      ⎛⎜ ορθογώνιο, ,ΑΔ=α   
Δ ⎞ΑΔΗ⎟

⎝ ⎠
30ΔΑΗ = °

       ⇒  ΔH = 
2
α ,   ΑH= 3

2
α  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) (2 2 21 1· ·
3 3 3

Vολ

π
π π

ΗΑ ⎡ ⎤= ΑΓ ΑΒ + ΑΓ + ΑΓ ΔΗ + ΔΗ − ΔΗ ΗΑ⎣ ⎦ )2

( )
2 2

2 2

3
2 1 3 1· 3

3 2 2 3 2 2 3
Vολ

απ
α α α αα α π πα α

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎝ ⎠= + + − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
 

3 33 7 3 3
3 24 2

Vολ
πα πα πα

= + −
3

4
   ⇒  

3
37 3

12
V cολ

πα
= m  

 
7.   2 Τοξσυν χ = Τοξημ χ    (1) 

Θέτουμε τοξχσυνχ=α  ⇒ συνα=χ  ,   0 < α < π  
π        τοξημχ = β  ⇒   ημβ = χ ,   
2 2

πβ≤ ≤   −

(1) ⇒  2α= β  ⇒ συν2α = συνβ ⇒  ( )2 22 1 1συν α ημ β συνβ 0− = + − ≥   ⇒ 
2 22 1 1χ χ− = − ⇒ ( )22 22 1 1χ χ− = − ⇒ 4 24 3χ χ 0− = ⇒ ( )2 24 3χ χ − = 0⇒  

⇒ ( )( )2 2 3 2 3χ χ χ− + 0=  ⇒    χ = 0      ή    ⇒ 3
2

χ = ±  

Επαλήθευση 

    (i)   χ=0 ⇒  
;

2 0 0 2· 0
2
πτοξσυν τοξημ= ⇒ ≠  ⇒  χ = 0 Απορρίπτεται 

    (ii) 
;3 3 3 52 2

2 2 2 6
·

3
π πχ τοξσυν τοξημ

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − ⇒ − = − ⇒ − ≠ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
  

     Άρα χ= 3
2

− απορρίπτεται.  

    (iii) χ= 3
2
⇒

;3 32 2
2 2 6

·
3

π πτοξσυν τοξημ= ⇒ =  Ισχύει. Άρα 3
2

χ = Δεκτή 
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8. ⇒  
1 3
2 1
⎛ ⎞

Α = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
( )

( ) ( ) ( )
2 1·1 3·2 1·3 3· 11 3 1 3 7 0 1 0

7 7
2·1 1 ·2 2·3 1 · 12 1 2 1 0 7 0 1

+ + −⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Α = = = = = Ι⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ − + − −− −⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

·  

A4 = A²·A² = (7·Ι)·(7·Ι)=7²·Ι²=7²·Ι,         ( ) ( )10 1020 2 10 10 107· 7 · 7 ·Α = Α = Ι = Ι = Ι  

( ) ( ) ( ) ( )20 4 10 2 10 2· 7 · 7 · ·7 · 7 · 7 7 7 ·μ ν μ ν μ νΑ + Α + Ι = Ο ⇒ Ι + Ι + Ι = Ο ⇒ + + Ι = Ο ⇒  
10 2 9 97 7 7 0 7 7 0 7 7μ ν μ ν μ ν+ + = ⇒ + + = ⇒ + = −  

 

9. (α)  2² 4 2 4d d
d d
ψ ψ αψ αχ ψ α
χ χ ψ

= ⇒ = ⇒ =  2
εφ

αλ⇒ =
2α

1
εφλ

ρρ
⇒ =  

Ε(α,0

Ρ(αρ²,2α

Η 

ψ²=4αχ 

Τ 

Ο

  εφ:  ( )1 1ψ ψ λ χ χ− = − ⇒  ( )12 ²ψ αρ χ αρ
ρ

− = −  

2 ² ²ψρ αρ χ αρ− = −  ⇒  ²ρψ χ αρ= + (1)  

(β)  Τ   χ=0  ρψ=0+αρ² ⇒  ψ=αρ ⇒  Τ(0,αρ)  
( )1

⇒
Εξίσωση ΡΗ:  χ=αρ² , 

Εξίσωση ΤΕ: Τ(0,αρ) ,  Ε(α,0)     1 2

1 2

1

1

ψ ψ ψ ψ
χ χ χ χ
− −

=
− −

  ⇒  

0
0 0

ψ αρ αρ
χ α
− −

=
− −

 ⇒ 
1

ψ αρ ρ ψ αρ ρχ ρχ ψ αρ
χ
− −

= ⇒ − = − ⇒ + =  (ΤΕ) 

Η   ( )
²

³ 1 ²
χ αρ

αρ ψ αρ ψ αρ ρ
ρχ ψ αρ
= ⎫

⇒ + = ⇒ = −⎬+ = ⎭
⇒ ( ( ))², 1 ²αρ αρ ρΗ −  

( ) ( )

² ²
² ²

1 ² ² ² ² 1 ² ²

χχ αρ ρ
ψ αα

ψ αρ ρ ψ α ρ ρ

⎫= =⎫⎪ ⎪⇒ ⇒ =⎬ ⎬= − ⎪⎭ ⎪= − ⎭

χ
α

2

1 χ
α

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

⇒  
( ) ( )2 2

2² ²
α χ χ α

ψ αχ ψ
αα

− −
= ⇒ =

χ
Γεωμετρικός τόπος του Η 

10.  0,3,4,5,6,7    (α)  Πενταψήφιοι  
i. Αρχίζει με 5,7 και τελειώνει με 0,4,6 2 4 3 2 3 = 144 αριθμοί 
       

ii. Αρχίζει με 6 και τελειώνει σε 0,4 1 4 3 2 2 = 48 αριθμοί 
          

(β) Εξαψήφιοι 
i. Αρχίζει με 4,6,1 και τελειώνει με 4,6 2 4 3 2 1 2 = 96 αριθμοί 
        

ii. Αρχίζει με 3,5,6 και τελειώνει σε 0,4,6 3 4 3 2 1 3 = 216 αριθμοί 
        
Συνολικά 144+48+96+216 = 504 αριθμοί.  
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ΜΕΡΟΣ B΄ 

1. 
2

2

2 2
2

χ χψ
χ χ
− +

=
−

   

(α)  Πεδίο ορισμού:  χ²-2≠0 ⇒  χ(χ-2)≠ 0 ⇒ χ≠0 και χ≠ 2 ⇒  { }0, 2χ ∈ −  

( )( ) ( )( )
( )

2 2

22

2 2 2 2 2 2 2

2

d
d

χ χ χ χ χ χψ
χ χ χ

− − − − − +
=

−
 ⇒  

( )
( )

2 2

22

2 2 2 2 2

2
d
d

χ χ χ χ χψ
χ χ χ

⎡ ⎤− − − + −⎣ ⎦=
−

⇒ 
( )
( )22

4 1

2
d
d

χψ
χ χ χ

− −
=

−
 

d
d
ψ
χ

=0 ⇒  
( )
( )22

4 1
0

2

χ

χ χ

− −
=

−
 ⇒   χ = 1  ,  χ≠0  και  χ≠ 2 

χ -∞  0  1  2  Για χ=1 ⇒ max
1 2 2 1

1 2
ψ − +

= =
−

+∞ −  

⇒  max(1,–1)  
d
d
ψ
χ

  +  +  –  –  

ψ          
Κατακόρυφη ασύμπτωτη:  χ = 0  και  χ = 2  

0 

 

Οριζόντια ασύμπτωτη: L= ² 2 2lim 0
² 2χ

χ χ
χ χ→±∞

− +
=

−
⇒ Κατακόρυφη ασύμπτωτη:  ψ = 0 

 

 
 

( )
1 1 12

2 2

2 2 2 21 1
22 2

d d
α α α

α α α

χ χ dχ χ χ
χ χχ χ χ χ

+ + + ⎛ ⎞⎛ ⎞− +
Ε = = + = +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

∫ ∫ ∫  

( ) ( )2 2 2 1 ,
2 2

χ χ
χ χ χ χ

Α Β
= + ⇒ ≡ Α − + Β ⇒ Α = − Β =

− −
1  
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1
11 11 ln l

2
d x

α
α

α
α

χ χ χ
χ χ

+

n 2
+⎛ ⎞

Ε = − + = ⎡ − + − ⎤⎜ ⎟ ⎣ ⎦−⎝ ⎠
∫  

 
( ) ( ) ( )1 ln 1 ln 1 ln ln 2a a a a aαΕ = + − + + − − − + −⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ ⎤⎦  

( ) ( ) ( )1 ln 1 ln 1 ln ln 2E a a a a a a= + − + + − − + − − ⇒
)

  
( )

( )(
1

1 ln
1 2

a a
E

a a
−

= +
+ −

 

( )
( )(

(
)

131 ln 1 ln
2 1 2

)
( )( )

a a
a a

−
+ = +

+ −
⇒ 

13
2 1 2

a a
a a

−
= ⇒ 3(a+1)(a-2)=2a(a-1) ⇒  

+ −

3α²-3α-6=2α²-2α ⇒ α²-α-6=0 ⇒ (α-3)(α-2)=0 ⇒ 3α =  ή α=-2 απορρίπτεται (α>2) 
 
2.  

γ 

α=χ 

β=χ 

α=β=χ ,  V m    310000=

V=α·β·γ ⇒ 10 =χ·χ·γ ⇒ 000 2

10000γ
χ

=  

2
2

10000 40000, 4 · 4χ χ γ χ
χχΒ Π Π ΠΕ = Ε = ⇒Ε = ⇒ Ε =  

Κόστος 5· 2·ψ Β Β= Ε + Ε  ⇒ 2 800005ψ χ
χ

= +  

2

2

8000010
8000010 0

0

d
d
d
d

ψ χ
χ χ

χ
ψ χ
χ

⎫= − ⎪⎪⇒ − =⎬
⎪=
⎪⎭

⇒ 10χ³-80000=0 ⇒  

10χ³=80000 ⇒ χ³=8000 ⇒ χ=20 m  
2

2 3

16000010 0d
d
ψ
χ χ

= + >  ⇒ για χ=20 η συνάρτηση παρουσιάζει ελάχιστο.  

⇒ α = 20 m ,  β = 20 m   ,  γ = 25 m .  
 

3. (a)  2 1
4 ² 9

dχ χ
χ

−
+∫ = 2 2

2 1
4 9 4 9

d dχ χ χ
χ χ

−
+ +∫ ∫  

             =
( )2

2 2

4 9 ' 1 1
94 9 2 1

3

d d
χ

χ χ
χ χ

+
−

+ ⎛ ⎞ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫ ∫  = ( )21 1 1 2ln 4 9 ·
24 9 3
3

cχχ τοξεφ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 =  ( )21 1  2ln 4 9
4 6 3

cχχ τοξεφ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

      (β)   
( )2

2

2 1
4 9

d
d

χ χψχ ψ
χ χ

−
− =

+
 ⇒  

( )
2

2 11 · (
4 9

d
d

χ χψ ψ χ
χ χ χ

−
0)− = >

+
  

128



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 4 

Παράγοντας Ολοκλήρωσης   ( )
1

ln 1d
e e

χ
χχχ

χ

−
−∫

Ι = = =    

⇒  2 2

1 1 2· ·
4 9

d
d

1ψ χψ
χ χ χ χ

−
− =

+
 ⇒ 2

1 ·
2 1

4 9

d

d

ψ
χ χ
χ χ

⎛ ⎞
⎜ ⎟ −⎝ ⎠ =

+
 ⇒  

2

1 2 1
4 9

d dχψ χ
χ χ

⎛ ⎞ −
=⎜ ⎟ +⎝ ⎠

∫ ∫  ⇒ ( )21 1 2ln 4 9
4 6 3

cψ χχ τοξεφ
χ

⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒  

( )2 2ln 4 9
4 6 3

cχ χ χψ χ τοξεφ ⎛ ⎞= + − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

χ     ,   c σταθερά 

 
4.  

(ΡΤ)=κ ⇒ (ΡΤ)²=κ² ⇒ 

( )
2

2 2c cc ct
t

ρ κ
ρ

⎛ ⎞
− + − =⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ⇒  

( ) ( )2
22 2

2 2

t
c t c

t
ρ 2ρ κ
ρ
−

− + =  ⇒  

( )22 2
2 2

11c t
t

ρ κ
ρ

⎛ ⎞
− + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
   

Ισχύει ( ) ( )2 2 4t t tρ ρ ρ− = + −  ⇒ 

( )
( )

22 2
2

14 1c t t
t

ρ ρ κ
ρ

⎡ ⎤
⎡ ⎤+ − + =⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (1) 

Μ(χ,ψ)

y 
, cct
t

⎛ ⎞Τ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

, ccρ
ρ

⎛ ⎞
Ρ⎜ ⎟
⎝ ⎠

x 

Μ μέσο του ΤΡ  
( )

2 2
c tc ct ρρχΜ

++
= =     (2) ,          

( )
2 2

c c
c tt

t
ρρψ
ρΜ

+
+

= =      (3) 

( )
( )

( )
2
3

c tρ

χ
ψ

+

⇒ = 2
( )c tρ +

2

t

t

χ ρ
ψ

ρ

⇒ =   (4),           (2)   ⇒   2t
c
χρ + =   ⇒   

Αντικαθιστώντας στην (1) ⇒ 
2

2 2
2

2 14 1c
c
χ χ κ

ψ χ
ψ

⎡ ⎤
⎢ ⎥

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎢ ⎥− + =⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥ ⎛ ⎞⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  ⇒  

   
2 2

2 2
2 2

4 4 1c
c
χ χ ψ κ

ψ χ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤

− + =⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⇒  2c
2 2

2

4 4 c

c

χ ψ χ− 2 2
2

2·χ ψ κ
χψ
+

=  ⇒   
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    ( )( )2 2 2 24 cχψ χ ψ κ χ− + = ψ Εξίσωση του γεωμετρικού τόπου 

 
5. ν μαθητές σε ευθεία γραμμή, 2 αδέλφια 

(α)  Ρ1=1 – Ρ(τα δύο αδέλφια να στέκονται το ένα δίπλα στο άλλο) ⇒  

( )
1

1 !·2!
1

!
ν

ν
−

Ρ = − ⇒  
( )

1

1 !
1

ν −
Ρ = −

( )
·2

1 !ν − ·ν
  ⇒  1

21
ν

Ρ = − ⇒  1
2ν

ν
−

Ρ =  

(β)  1
3
4

Ρ >  ⇒ 2 3
4

ν
ν
−

>  ⇒ 2 3 0
4

ν
ν
−

− >  ⇒ 4 8 3 0
4

ν ν
ν

− −
>  ⇒ 8 0

4
ν
ν
−

>
0ν >

⇒  

ν – 8 >0 ⇒ ν > 8 ⇒  min 9ν =   
(γ)  ν < 365  

Ρ2 = 1 – Ρ(όλοι διαφορετικοί ημερομηνία) ⇒  
365

2 3651 ν

νδ
Δ

Ρ =  ⇒ −
( )

2

365!
365 !

1
365ν

ν−
Ρ = −  ⇒  

( )2
365!1

365 !·365νν
Ρ = −

−
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ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΑ ΙΔΡΥΜΑΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 8        Ιούνιος 2000 
         Χρόνος: 3 ώρες
   
ΜΕΡΟΣ Α΄     (Να λύσετε όλες τις ασκήσεις) 

1. Να βρείτε το συντελεστή του χ10 στο ανάπτυγμα του διωνύμου 
8

2 1χ
χ

⎛ ⎞
+⎜

⎝ ⎠
⎟ , χ≠0. 

2. Η συνάρτηση y = αχ + βlnχ έχει ακρότατο το σημείο Α(1‚2). Να βρείτε τις τιμές 
των α και β και να χαρακτηρίσετε το είδος του ακρότατου. 

 
3. Δίνεται ο κύκλος (κ): χ2 + ψ2 –2χ + 4ψ =0. Να βρείτε: 

i) Το μήκος της ακτίνας του και τις συντεταγμένες του κέντρου του. 
ii)Τις εξισώσεις των εφαπτόμενων του κύκλου (κ) που είναι παράλληλες προς την 
ευθεία (ε): χ+2y=5. 
 

4. Δίνεται ο πίνακας Α = . 
2 1
3 2

−⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

i)  Να δείξετε ότι Α2 = Ι, όπου Ι είναι ο μοναδιαίος πίνακας 2x2. 

ii) Να βρείτε τον πίνακα Μ για τον οποίο ισχύει Α2001 · Μ = . 
3 1
0 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

5. Δίνεται η λέξη ΑΜΑΛΓΑΜΑ. Να βρείτε. 
i) Το πλήθος των αναγραμματισμών της. Πόσοι από αυτούς τους 

αναγραμματισμούς έχουν όλα τα Α συνεχόμενα; 
ii) Το πλήθος των αναγραμματισμών που μπορούμε να σχηματίσουμε, 
χρησιμοποιώντας, κάθε φορά, 3 από τα γράμματα της λέξης ΑΜΑΛΓΑΜΑ. 
 

6. Δίνεται η καμπύλη ψ = eχ . Να βρείτε: 
i) Την εξίσωση της εφαπτομένης της καμπύλης στο σημείο της Α(0,1). 
ii) Τον όγκο του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του χωρίου 
που περικλείεται από την καμπύλη, την εφαπτομένη της καμπύλης στο Α και την 
ευθεία χ=1, γύρω από τον άξονα Οχ. 

 

7. Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης: 2 3d
d
ψχ ψ χ ημ
χ
+ = + χ  

8. Το 40% των ατόμων μιας ομάδας έχουν άδεια οδηγού μοτοσικλέτας ενώ το 
45% δεν έχουν άδεια οδηγού αυτοκινήτου. Η πιθανότητα να έχει κάποιο άτομο 
της ομάδας άδεια οδηγού αυτοκινήτου, δεδομένου ότι έχει άδεια οδηγού 
μοτοσικλέτας, είναι 0,375. Να βρείτε την πιθανότητα των παρακάτω 
ενδεχομένων: 

i)   B: Να έχει κάποιο άτομο της ομάδας και τις δυο άδειες οδηγού. 
ii) Γ: Να έχει κάποιο άτομο της ομάδας άδεια οδηγού αυτοκινήτου αλλά όχι 
άδεια οδηγού μοτοσικλέτας. 
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9. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 21
dt

t

χ

συνχ +∫ .  

i) Να βρείτε την παράγωγο f΄ (x) της συνάρτησης.   
ii) Να βρείτε τους τρεις πρώτους όρους του αναπτύγματος της f(x) σε σειρά 

Maclaurin. 
 
10.   Δίνεται η καμπύλη (κ): ψ2 = χ . 

i) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης (ε) της καμπύλης στο σημείο της 
Α(1,1). 

ii) Να βρείτε την εικόνα (κ1) της (κ) και την εικόνα (ει) της (ε) Κάτω από το 

μετασχηματισμό που δίνεται από τον πίνακα Μ = .  
1 2
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

iii) Να δείξετε ότι η (ε1) είναι εφαπτομένη της (κ1). 
 
ΜΕΡΟΣ B΄  (Να απαντήσετε σε όλες τις ασκήσεις)  

1. Δίνεται η συνάρτηση f(x) = 
2 2

2
χ χ
χ
− −
+

. 

i) Να βρείτε το πεδίο ορισμού, τα σημεία τομής με τους άξονες, τις ασύμπτωτες 
και τα ακρότατά της. 
ii) Να κάμετε τη γραφική της παράσταση. 
iii) Να γράψετε το σύνολο των ακέραιων τιμών που δε λαμβάνει το κλάσμα 

2 2
2

χ χ
χ
− −
+

 για τιμές του x στο πεδίο ορισμού του. 

iv) Να υπολογίσετε το εμβαδόν του χωρίου που ορίζεται από την καμπύλη  
ψ = f(x), την πλάγια ασύμπτωτή της και τους άξονες Ox και Oy. 

 

2. Δίνονται οι ημιευθείες (ε1): 
2
χψ =  ,  χ > 0 και (ε2): 

2
χψ = − ,  χ > 0. Πάνω στην 

(ε1) παίρνουμε σημείο Α και πάνω στην (ε2) σημείο Β τέτοια ώστε το εμβαδόν του 
τριγώνου ΟΑΒ να ισούται με 2  τετρ. μονάδες (Ο η αρχή των αξόνων). 
i) Να δείξετε ότι το μέσο Μ του ευθύγραμμου τμήματος ΑΒ βρίσκεται πάνω σε 
κλάδο υπερβολής της οποίας να βρείτε την εξίσωση. 
ii) Να αναφέρετε, δικαιολογώντας την απάντησή σας, τη σχέση των ημιευθειών 
(ε1) και (ε2) με την υπερβολή. 

 

3. Δίνεται η διαφορική εξίσωση: 
2

2 2 2 2d d
dd

ψ ψ ψ χ
χχ

2+ + = + . 

i) Να βρείτε τη γενική λύση της. 

ii) Να βρείτε την ειδική λύση της, ψ = f1(χ), για την οποία ψ =1 και 0d
d
ψ
χ
=  όταν 

χ=0. 
iii) Αν f2(χ) = e χημχ χ− +  να αποδείξετε ότι ( ) ( )1 2 2f f e χχ χ −− ≤  και να 

βρείτε την τιμή του ορίου Α = ( ) ( )1 2lim f f
χ

χ χ
→∞

−⎡ ⎤⎣ ⎦ . 
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4. Δίνεται η καμπύλη ( 21 2α )ψ χ χ
α

= − + ,  α > 0,  0 < χ < 2. 

ί) Να κάμετε πρόχειρο διάγραμμα της καμπύλης. 
ii) Αν  να βρείτε το εμβαδόν  κ ∈ κΕ  που περικλείεται μεταξύ των καμπυλών 

2 1κψ −  και 2 1κψ + . 

iii) Να βρείτε το ,  
1

ν

κ
κ =

Ε∑ ν ∈ . Να δείξετε ότι η σειρά 
1

κ
κ

∞

=

Ε∑  συγκλίνει και να 

βρείτε την τιμή της. 
 
5. Δίνονται τα σημεία Α(2, 0, 0), Β(2, 2, 0), Γ(0, 2, 0), Δ(1, 1, 3) και Ο η αρχή των 

αξόνων. 
ί) Να βρείτε τη διανυσματική εξίσωση της ευθείας ΒΔ. 
ii) Να δείξετε ότι η ΒΔ τέμνει τον άξονα Oz και να βρείτε τις συντεταγμένες του 
σημείου Ε της τομής τους. 
iii) Να δείξετε ότι τα επίπεδα xOz, yOz, xOy, ΑΒΔ και ΓΒΔ σχηματίζουν 
πυραμίδα με βάση το τετράπλευρο ΟΑΒΓ. Στη συνέχεια να βρείτε τον όγκο της 
πυραμίδας. 
iv) Να βρείτε το συνημίτονο της γωνίας που σχηματίζει η ευθεία ΒΔ με το 

επίπεδο της βάσης της πυραμίδας. 
 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

1. 
8

2 1χ
χ

⎛
+⎜

⎝ ⎠

κ
⎞
⎟ ( ),         

82
1

8 1κ

κ χ
κ χ

−

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
Τ = ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
= 16 38 νχ

κ
−⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

   ⇒ 16 – 3κ =10 ⇒ κ=2  

άρα ο συντελεστής του 10χ  είναι  = 28 
8
2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2. lnψ αχ β χ= + ,  Α(1,2) ⇒  ψ(1) =2 ⇒  2 lα β= + n1
0
 ⇒ α = 2  

d
d
ψ βα
χ χ
= +   ακρότατο στο χ=1 ⇒ 0 = α + β ⇒ 0 = 2 + β ⇒ β = –2 

2

2

d
d 2

ψ β
χ χ

= −  στο χ = 1 ⇒  
2

2 2

2 2 0
1

d
d
ψ
χ

−
= − = >  άρα έχουμε min  στο Α 

 
3. (κ):  ⇒  g=-1, f=2, c=0,  K(-g,-f)  ⇒ K(1,-2) 2 2 2 4χ ψ χ ψ+ − + = 0

2 2R g f= + − c  ⇒ 1 4R = +  ⇒ 5R =  
Οι εφαπτόμενες του κύκλου που είναι παράλληλες προς την χ+2ψ=5 έχουν τη 
μορφή  χ+2ψ=m.  

Η διακρίνουσα του συστήματος 
2 2

2
2 4

mχ ψ

χ ψ χ ψ

+ =⎧
⎨

0+ − + =⎩
 πρέπει να είναι 0. 

⇒  ⇒  ( ) ( )2 22 2 2 4 0 ( )2 22 2m m mψ ψ5 4 0m mψ ψ ψ ψ− + − − + = + − + − =
0Δ=

⇒    

( ) ( )2 216 2 20 2 0m m m− + − =  ⇒ ( )( )4 2 8 0m m− + =  ⇒  2m =  ή  8m = −

άρα η ζητούμενες εξισώσεις είναι 
2 2
2 8

χ ψ
χ ψ
+ =
+ = −

.  
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4. i) Α² = =  = Ι 
2 1 2 1

·
3 2 3 2

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1 0
0 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ii) A2001 ·M = ⇒ ⇒  ⇒ 

(I·A)·M=  ⇒ A·M =  ⇒ M =  ⇒ M = 

3 1
0 2
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )( )10002 3 1
· ·

0 2
⎛ ⎞

Α Α Μ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( )( )1000 3 1
· ·

0 2
⎛ ⎞

Ι Α Μ = ⎜
⎝ ⎠

⎟

⎟ ⎟ ⎟
3 1
0 2
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

3 1
0 2
⎛ ⎞
⎜
⎝ ⎠

1 1 3
·

0 2
− ⎛ ⎞

Α ⎜
⎝ ⎠

2 1 3 11 ·
3 2 0 21

−⎛ ⎞ ⎛
⎜ ⎟ ⎜−− ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 ⇒ M = 
6 0
9 1
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

5. (i)  α)  8! 840
4!·2!

=      β)  5! 60
2!
=  

(ii) Αν χρησιμοποιήσω 3Α   έχω 1 τρόπο αναγραμματισμού  

Αν χρησιμοποιήσω 2Α ή 2Μ και ένα άλλο γράμμα έχω τρόπους 

αναγραμματισμού. 

3 2 3
· · 1

1 1 1
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

=⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

8

     Αν χρησιμοποιήσω 3 διαφορετικά γράμματα έχω  τρόπους 

αναγραμματισμού 

4
·3! 24

3
⎛ ⎞

=⎜ ⎟
⎝ ⎠

 Σύνολο: 43 τρόποι 
 

6. ψ = eχ ⇒  d e
d

χψ
χ
=  στο χ = 0 ⇒ 1d

d
ψ
χ
=  ⇒ λεφ = 1 ⇒  

εξίσωση εφαπτομένης  (ψ-1)=1(χ-0) 

⇒  ψ – 2 = χ ⇒ ψ = χ + 1   χ=1 

ψ=χ+1 

eχψ =  

( )
1

22

0

1V e χ dπ χ χ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦∫  ⇒  

     = 
( )

132

0

1
2 3

e χ χ
π
⎡ ⎤+

−⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

  

     = 
2 1 8 1

2 2 3 3
eπ
⎡ ⎤

− − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

     = ( 23 1
6

e )7π
−    

     
      

7. 2 3d
d
ψχ ψ χ ημ
χ
+ = + χ ,  ⇒  2 3d

d
ψ ημχψ
χ χ χ
+ = +    (1)   

παράγοντας ολοκλήρωσης Ι=
2

2 ln 2
d

e e
χ

χχ χ∫
= =     
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( )1
2 22 3d

d
ψχ χψ χ χημχ
χ

⇒ + = + ⇒ ( )2 23 dψχ χ χημχ= + χ∫  ⇒   

2 3 dψχ χ χημχ= + ∫ χ  ⇒ ( )2 3 dψχ χ χ συνχ= + −∫  

 2 3 dψχ χ χσυνχ συνχ χ= − + ∫  ⇒  2 3 Cψχ χ χσυνχ ημχ= − + +  ⇒  

2 2

Cσυνχ ημχψ χ
χ χ χ

= − + +  

8. Μ: ενδεχόμενο να έχει κάποιος άδεια μοτοσικλέτας 
Α: ενδεχόμενο να έχει κάποιος άδεια αυτοκινήτου 
Ρ(Μ) = 0,4,     Ρ(Α΄)=0,45 , ( )/ 0,3Ρ Α Μ = 75   
Ρ(Α) = 1 – Ρ(Α΄) ⇒  Ρ(Α) = 1 – 0,45 ⇒ Ρ(Α) = 0,55 

     (i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ · ( ) 0,375 · 0, 4 0,15Ρ Β = Ρ Α∩Μ = Ρ Α Μ Ρ Μ = =  

(ii)  ( ) ( ) ( ) ( ) 0,55 0,15 0, 40Ρ Γ = Ρ Α −Μ = Ρ Α − Ρ Α∩Μ = − =  

9. ( ) [ ] ( )21
dtf t

t

χ
χ

συνχ
συνχ

χ τοξεφ τοξεφχ τοξεφ συνχ= = = −
+∫  

i)  ( ) 2 2

1'
1 1

f ημχχ
χ συν χ

= +
+ +

 

ii)   ( )
( )

( )
( )

2 2

2 22 2

1 22''
1 1

f
συνχ συν χ συνχημ χχχ

χ συν χ

+ +−
= +

+ +
 

( ) ( ) ( ) 10 , ' 0 1, '' 0
4 2

f f f .π
= − = =   ⇒  ( )

2

...
4 4

f π χχ χ= − + + +  

10.  (i)  
( )1,1

2 12 · ' 1
2εφψ χ ψ ψ λ

Α

= ⇒ = ⇒ = .  

Εξίσωση εφαπτομένης στο σημείο Α(1,1) : ( )11 1 2
2

ψ χ ψ χ 1− = − ⇒ = +  

(ii)  1' ' 1 2 '1
' ' 0 1 '1

' 2
'

χ χ χ χ χ χ χ χ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ

− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= Μ ⇒ = Μ ⇒ = ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ψ
      

⇒  
' 2 '
'

χ χ ψ
ψ ψ
= − ⎫

⎬= ⎭
 ⇒    

( )2 2
1

1

: ' ' 2 ' 2

: 2 ' ' 2 ' 1 4 ' ' 1 4 1

κ ψ χ ψ ψ χ ψ

ε ψ χ ψ ψ χ ψ χ

= − ⇒ = −

= − + ⇒ = + ⇒ = +
 

Το σύστημα   ( )
2

22 22
2 4 1 2 1 0 1

4 1
ψ ψ χ

ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ψ χ

⎫− =
⇒ − = + ⇒ − + = ⇒ − =⎬

− = ⎭
0

⇒ ψ=1 έχει μόνο μια λύση (Δ=0) ⇒ (ε1) εφαπτομένη της (κ1).  
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ΜΕΡΟΣ B΄ 
 

1. (i)   f(x) = 
2 2

2
χ χ
χ
− −
+

  ,  Πεδίο ορισμού: { }2χ ∈ − −   

Τομές με άξονες: χ=0 ⇒ ψ=–1 ⇒ (0,–1) 
            ψ=0 ⇒ χ² - χ – 2 =0 ⇒ χ=–1, χ=2 ⇒ (-1,0)  ,  (2,0)  
Κατακόρυφη ασύμπτωτη:   χ = –2 , Πλάγια ασύμπτωτη:  ψ = χ – 3  

2

2

2 2
2 3

3 2
3 6

4

χ χ χ
χ χ χ

χ
χ

− − +
− − −

− −
+

  ⇒  ( ) 2 42 3
2

f χ χ χ χ
χ

= − − = − +
+

 

( )
( )

2

2

4'
2

f χ χχ
χ
+

=
+

=0 ⇒ χ = 0 ή χ = –4 , χ ≠–2 

χ -∞ -4  -2  0  +∞

f΄(χ) + 0 –  – 0 +  

χ = –4 ⇒ ψmax= –9  ⇒ max(–4,–9) 

χ = 0 ⇒ ψmin = –1  ⇒ min(0,–1)  

 f(χ)         

 (ii)  {-2,-3,-4,-5,-6,-7,-8} 
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(iii) 
2

0

43
2

dχ χ
χ

Δ
ΑΟΒ

⎛ ⎞
Ε = Ε + − +⎜ ⎟+⎝ ⎠

∫ =
22

0

9 3 4ln 2
2 2

χ χ χ
⎡ ⎤

+ − + +⎢ ⎥
⎣ ⎦

= 

9 2 6 4ln 4 4ln 2
2
+ − − −    ⇒  1 4ln 2

2
E = +  τ.μ. 

2. ( ), ,
2 4

α β α βχ ψ + −⎛ ⎞Μ = ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

ψ = −

ψ =

α>0, 

,β⎛Β −⎜
⎝

Μ(χ,
)

,αα⎛Α⎜
⎝

2ΟΑΒΕ =  ⇒  1
2

|

0 0 1

1
2

1
2

αα

ββ −

| = 2 

⇒ 4
2 2
αβ αβ

− − = ⇒|αβ|=4⇒αβ=4  (αβ>0)  

22
4

22 2 2 4
4 22 2 4

α βχ α β χ
α β ψα βψ

α χ ψα χ ψ
αβ β χ ψβ χ ψ

+ ⎫= + =⎪
⎪ − =− ⎪= ⇒⎬ ⇒ = += +⎪

= ⎪ ⇒ = −= −
⎪⎭

  

  Επειδή χ ( ) ( ) 2 22 · 2 4 4 4χ ψ χ ψ χ ψ⇒ + − = ⇒ − =
4αβ =

> 0, έχω ένα σκέλος υπερβολής. 

Οι δύο ευθείες 
2
χψ = ±  γράφονται 2 24χ ψ 0− =  και συμπίπτουν με τις ασύμπτωτες 

τις υπερβολής. 

3. 
2

2 2 2 2d d
dd

ψ ψ ψ χ
χχ

+ + = + 2

0

    (1) 

(i)   ⇒  ⇒  2 2 2m m+ + = 1,2 1m i= ± ( )e χ
σψ συνχ ημχ−= Α + Β  

2

2, 0d d
d dε
ψ ψψ χ
χ χ

= Γ + Δ ⇒ = Γ =   

 ( )0 2 2 2 2 1, 0χ χ⇒ + Γ + Γ + Δ = + ⇒ Γ = Δ =

⇒  εψ χ= .  Η γενική λύση: σ εψ ψ ψ= +  ⇒  ( )e χψ συνχ ημχ χ−= Α + Β +   (2) 

(ii) για χ=0, ψ=1   Α=1 
( )2

⇒
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( ) 1d e e
d

χ χψ συνχ ημχ ημχ συνχ
χ

− −= − Α + Β + −Α + Β +    ,   0, 0d
d
ψχ
χ

= =  ⇒ 

1
1 0 0

Α=

−Α + Β + = ⇒ Β =  ⇒  ειδική λύση:  e χψ συνχ χ−= +  

(iii) ( )1f e χχ συνχ χ−= + ,    ( )2f e χχ ημχ χ−= +  

1 2 2
e eχ χ πψ ψ συνχ ημχ συνχ συν χ− − ⎛ ⎞− = − = + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

= 22
2

e χ

π
χ χ χ

συν συν−
+ +

2
π

χ− −

2
= 

2 2
4 4 4

ee χχ π π π
συν χ συν συν χ−− + = +⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

Επειδή 1 1,
4
πσυν χ χ⎛ ⎞− ≤ + ≤ ∀ ∈⎜ ⎟

⎝ ⎠
, ⇒ 1· 2 2· 1· 2

4
e e eχ χ χπσυν χ− − −⎛ ⎞− ≤ + ≤⎜ ⎟

⎝ ⎠
  

⇒  2 2· 2
4

e e eχ χ χπσυν χ− − −⎛ ⎞− ≤ + ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ 2· 2
4

e eχ χπσυν χ− −⎛ ⎞+ ≤⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒ 

⇒  ( ) ( )1 2 2f f e χχ χ −− ≤  (3)   

Α = ( ) ( )1 2lim f f
χ

χ χ
→∞

−⎡ ⎤⎣ ⎦  

(3) ⇒ ( ) ( )1 2 2f f e χχ χ −− ≤  ⇒  ( ) ( )1 22 2e f f eχ χχ χ− −− ≤ − ≤   ⇒  

⇒ ( ) ( ) ( ) ( )1 2lim 2 lim lim 2e f f eχ χ

χ χ χ
χ χ− −

→∞ →∞ →∞
− ≤ − ≤⎡ ⎤⎣ ⎦ ⇒  ( ) ( )1 20 lim 0f f

χ
χ χ

→∞
≤ − ≤⎡ ⎤⎣ ⎦  

⇒  ( ) ( )1 2lim 0f f
χ

χ χ
→∞

− =⎡ ⎤⎣ ⎦  

4. (i)  ( 21 2α )ψ χ χ
α

= − + , α > 0, 0 < χ < 2. 

     ψ = 0 ⇒ -χ² + 2χ = 0 ⇒  χ (2 – χ ) = 0 ⇒  

     χ = 0 ή χ = 2 ⇒  (0,0) ,  (2 , 0) 
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( )1 2 2
d
d

α 0
ψ

χ
χ α

= − + =  ⇒  χ = 1  ,  
2

2

2 0d
adx

ψ
= − <  ⇒  1max 1,

a
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

(ii)  ( )
2

2 1 2 1
0

E dκ κ κψ ψ χ− += −∫ = ( )
2

2

0

1 1 2
2 1 2 1

dχ χ χ
κ κ

⎛ ⎞− − +⎜ ⎟− +⎝ ⎠∫ = 

= 
23

2

0

1 1
2 1 2 1 3

χ χ
κ κ

⎡ ⎤⎛ ⎞− − +⎜ ⎟ ⎢ ⎥− +⎝ ⎠ ⎣ ⎦
= 4 1 1

3 2 1 2 1κ κ
⎛ ⎞−⎜ ⎟− +⎝ ⎠

 

(iii)  =
1

ν

κ
κ =

Ε∑
1

4 1 1
3 2 1 2 1

ν

κ κ κ=

⎡ ⎤⎛ ⎞−⎜ ⎟⎢ ⎥− +⎝ ⎠⎣ ⎦
∑ =

1

4 1 1
3 2 1 2 1

ν

κ κ κ=

⎛ ⎞−⎜ ⎟− +⎝ ⎠
∑  

      = 4 11
3 3

−
1
3

+
1
5

−
1
5

+
1...

2 1ν
− +

−
1

2 1ν
⎛ ⎞

−⎜ ⎟+⎝ ⎠
= 4 11

3 2 1ν
⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎝ ⎠

 

 
1 1

4 1lim lim 1
3 2 1

ν

κ κν νκ κ ν

∞

→∞ →∞
= =

⎛ ⎞Ε = Ε = − =⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑ ∑

Ζ 

Γ(0,2,0)

Β(2,0,0) 
Α(2,0,0)

Ψ

Χ 

Ε 

Δ(1,1,3) 

4
3

)

.  Άρα η σειρά συγκλίνει.  

5.       

i) ΒΔ: , B(2,2,0) ⇒( 1, 1,3ΒΔ − − ( )2 2 3r i j i j kλ= + + − − +  

ii) Η ευθεία  ΟΖ έχε εξίσωση r kμ=   

Το σύστημα 2 , 2 , 2χ λ ψ λ ψ λ= − = − = −  έχει λύση 

 λ = 2, μ =6  άρα η ευθεία ΒΔ συναντά τον άξονα ΟΖ στο  

σημείο Ε(0,0,6) 

iii) Το σημείο Ε βρίσκεται πάνω στον άξονα ΟΖ άρα  

βρίσκεται και πάνω στα επίπεδα ΧΟΖ, ΨΟΖ.  

Το σημείο Ε βρίσκεται πάνω στην ευθεία ΒΔ άρα  

βρίσκεται και πάνω στα επίπεδα ΑΒΔ, ΓΒΔ. Το σημείο Ε είναι εκτός του επιπέδου 
ΧΟΨ. Άρα το Ε είναι κορυφή της πυραμίδας Ε.ΟΑΒΓ με βάση πάνω στο ΧΟΨ. Το 
ΟΑΒΓ είναι τετράγωνο με πλευρά 2 μον. ⇒ ΕΟΑΒΓ = 4 τετρ. μον. 

ΟΕ ⊥ (ΟΑΒΓ) ⇒ άρα (ΟΕ) = 6 μον. είναι το ύψος της πυραμίδας .  

1 1· ·4
3 3BV E υ= = ·6 =8 κυβ. μονάδες. 
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iv)  8 2
44 11

συνθ συν ΟΒ
= ΟΒΕ = = =

ΒΕ
 



ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΑ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΚΑ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΑ ΙΔΡΥΜΑΤΑ (Τ.Ε.Ι.) 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ TEI                                                                  Ιούνιος 2000      
                                                Χρόνος: 2 ώρες 30 λεπτά 

Από τα 6 ζητήματα να λύσετε τα 4. 

Ζήτημα 1o 

α)  Να βρείτε τη γενική λύση της εξίσωσης ημ (2χ + 30°) – συν (χ - 12°) = 0    (Μονάδες 8) 
β)  Να βρείτε τις λύσεις της εξίσωσης  2συν²χ–5ημχ + 1 = 0  που βρίσκονται στο    
      διάστημα  0° < χ < 360°  

        (Μονάδες 8) 
γ)   Να δείξετε τις πιο κάτω ταυτότητες 

     (ι) (2 2
2 2

)συν β συν α εφ α β
ημ α ημ β

−
= −

+
     (ιι)  συν4θσυν3θ – ημ8θημθ = συν5θσυν4θ 

        (Μονάδες 9) 
Ζήτημα 2ο  

α)   Να δείξετε ότι:  (ημ2θ+συν2θ)² + (ημ2θ-συν2θ)2 –2συν2θ = 4ημ2 θ       (Μονάδες 8) 
β)   Να δείξετε ότι η τριγωνομετρική εξίσωση 

ημ(θ+60°) = 2ημθ  για θ ≠1800κ+90°, κ ∈  μετασχηματίζεται στην εξίσωση εφθ= 3
3

 

και ακολούθως να βρείτε η γενική ης λύση.                               (Μονάδες 8) 

 γ) (ι) Να δείξετε ότι   
2

2

1 2
1

εφ θ συν θ
εφ θ

−
=

+
 

      (ιι) Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα που αποδείξατε στο (ι), ή με οποιοδήποτε άλλο 

τρόπο να δείξετε ότι:   (1 2
2

εφ θ εφ θ
συν θ

)45+ = + ° και στη συνέχεια να βρείτε η 

γενική λύση ης εξίσωσης:  1 2 4
2

εφ θ εφ θ
συν θ

+ =  

                  (Μονάδες 9) 
Ζήτημα 3ο  

α) Κύβος και ορθογώνιο παραλληλεπίπεδο έχουν τον ίδιο όγκο. Η ακμή του κύβου είναι 
6  cm και το ύψος του παραλληλεπιπέδου είναι 12 cm. 
Αν η μία πλευρά της βάσης του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου είναι διπλάσια της άλλης 
να βρείτε: 

    (ι)    τον όγκο του κύβου 
   (ιι)  τις διαστάσεις της βάσης του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου 
ιιι) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του κύβου και το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας 
του ορθογωνίου παραλληλεπιπέδου.                                   (Μονάδες 8) 

(β)  Η ακτίνα R και το ύψος υ ορθού κυκλικού κυλίνδρου ικανοποιούν τις σχέσεις R+υ=9       
και υ>R.  Αν το εμβαδόν της κυρτής επιφάνειας του κυλίνδρου είναι EK=40π cm² , να 
βρείτε: 

(ι)   το μήκος της ακτίνας R και του ύψους υ του κυλίνδρου. 
(ιι)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και τον όγκο του κυλίνδρου.       (Μονάδες 8) 
 γ)    
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Στο διπλανό σχήμα, το τρίγωνο ΑΒΓ έχει Α̂ = 90° και 
(ΑΒ)=(ΑΓ)=4α cm. Με κέντρο το σημείο Α και ακτίνα ΑΕ 
μήκους 2α cm γράψαμε το τόξο ΕΖΔ. Το σχήμα στρέφεται 
πλήρη στροφή γύρω από την  πλευρά ΑΓ. Να βρείτε 
συναρτήσει του α το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και τον 
όγκο του στερεού που παράγεται από το γραμμοσκιασμένο 
χωρίο. 

Ε 

Δ 

Γ 

Β Α 

Ζ 

                                                                                 (Μονάδες 9) 
Ζήτημα 4ο 

α)  Ορθό τριγωνικό πρίσμα έχει βάση ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς 2α cm και εμβαδόν 
παράπλευρης επιφάνειας Επαρ = 68α2 cm2. Να βρείτε συναρτήσει. του α 

      (ι) το ύψος του πρίσματος 
     (ιι)  το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας του πρίσματος 
     (ιιι) τον όγκο του πρίσματος 
        (Μονάδες 8) 
β) Κανονική τετραγωνική πυραμίδα έχει πλευρά βάσης 8cm και παράπλευρη ακμή 

4 5 cm. Να βρείτε: 
 (ι)  το μήκος του ύψους υ και του παράπλευρου ύψους h της πυραμίδας. 
  (ιι) το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας και τον όγκο της πυραμίδας. 
 

                              (Μονάδες 8) 
γ) 

 Στο σχήμα, το τετράπλευρο ΑΒΓΔ είναι ισοσκελές τραπέζιο με 
βάσεις  (ΑΒ) = 4α cm, (ΓΔ) 2α cm και ύψος α cm. Το τραπέζιο 
στρέφεται πλήρη στροφή γύρω από άξονα χ΄χ που είναι 
παράλληλος προς την  πλευρά ΔΓ και απέχει από αυτή απόσταση α 
cm. Να βρείτε συναρτήσει του α το εμβαδόν της ολικής επιφάνειας 
και τον όγκο του στερεού που παράγεται. 

x 

x΄ 

Δ 

Γ 
Β 

Α 

                                                                                     (Μονάδες 9) 
 
 

Ζήτημα 5ο   

α)   Να υπολογίσετε το  
2

4
2

1

35 2 dχ χ
χ

⎛
− +⎜

⎝ ⎠
∫

⎞
⎟                                                      (Μονάδες 8) 

β)   Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση  
2

2

2 1
1

χ χψ
χ
− +

=
+

 

      (ι)   Να δείξετε ότι  
( )

2

22

2 2

1

d
d
ψ χ
χ χ

−
=

+
 

      (ιι)  Να βρείτε και να χαρακτηρίσετε τα ακρότατά της  (μέγιστο και ελάχιστο) 
                                                                                                                               (Μονάδες 8) 
γ)   Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση  2 1ψ χ= +  

(ι) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτομένης και της κάθετης της καμπύλης στο  
    σημείο Α αυτής που έχει τετμημένη χ=1 
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(ιι)  Η εφαπτομένη της καμπύλης σε σημείο Β(χ1,ψ1) αυτής έχει συντελεστή  

        κατεύθυνσης λ= 1
2

− . Να βρείτε τις συντεταγμένες του σημείου Β. 

          (Μονάδες 9) 
ΖΗΤΗΜΑ 6ο  

να δείξετε ότι ισχύει:  
2

2
2 9d d

dd
ψ ψχ χ ψ

χχ
α) Αν 3

3

1ψ χ 0+ − =               (Μονάδες 8) 
χ

= +

β)   Να βρείτε το                                                             (Μονάδες 8) ( 21 dxημχ συν χ+ +∫ )
γ)   Δίνεται η καμπύλη με εξίσωση ψ =αχ²+βχ+3 

(ι) Αν το σημείο Α(1,4) είναι τοπικό ακρότατο της καμπύλης να δείξετε ότι α = –1 και  
β=2.  
(ιι) Αφού βρείτε και τα σημεία τομής της καμπύλης με τους άξόνες των 
συντεταγμένων να κάνετε τη γραφική της παράσταση. 

 (ιιι) Να βρείτε το εμβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καμπύλη και τον 
άξονα των χ. 

         (Μονάδες 9) 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΖΗΤΗΜΑ 1ο  

(α)  ημ(2χ+30°) – συν(χ – 12°) = 0 ⇒  ημ(2χ+30°) = συν(χ – 12°)  ⇒   
συν(90°-2χ-30°) = συν(χ-12°) ⇒= συν(60°-2χ)= συν(χ-12°)  ⇒  
60°-2χ = 360οκ ± (χ – 12°)    κ ∈  
(ι)  60° - 2χ = 360°κ+ χ – 12° ⇒ -3χ =360°κ–72    ⇒  –120 24 ,χ κ κ= ° + ° ∈   

(ιι)  60° - 2χ  = 360°κ–χ+12° ⇒ –χ=360°κ+48°   ⇒ 360 48 ,χ κ κ= − ° + ° ∈  

(β)   2συν²χ – 5ημχ + 1 = 0 ⇒  2(1-ημ²χ) – 5ημχ + 1 = 0 ⇒ 2 –2ημ²χ – 5ημχ + 1 = 0 ⇒  

 2ημ²χ +5ημχ –3 =0 ⇒ (2ημχ +1)(ημχ +3) = 0 ⇒  

 (ι)  2ημχ – 1 = 0 ⇒  ημχ = 1
2

 ⇒ ημχ = ημ30° ⇒  

 χ =360°κ + 30°     ή      χ = 360°κ+150° 
 0 30 , 150κ χ χ= ⇒ = ° = ° .            

  κ = 1 ⇒  χ >360°  
      (ιι) ημχ + 3 = 0 ⇒  ημχ = -3  Αδύνατη εξίσωση 
(γ )  

(ι) 
( )

2 2 2 222 2 2 2
2 2 2 22 2 2

2 2

β α α βημ ημ ημ α βσυν β συν α
α β α βημ α ημ β ημ συν

+ −
+−

= =
+ −+

( )
( )

ημ α β

ημ α β

−

+ ( )
( )εφ α β

συν α β
= −

−
     

(ιι)  συν4θσυν3θ – ημ8θημθ = 

       =  ( ) ( ) ( ) ({ }1 4 3 4 3 8 8
2

συν θ θ συν θ θ συν θ θ συν θ θ+ + − − − − +⎡ ⎤ ⎡⎣ ⎦ ⎣ )⎤⎦  
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       =  1 7
2

συν θ 7συνθ συν θ+ −( ) 1 9 99 ·2
2 2 2

θ θ θσυν θ συν συν θ+ −
+ =  

      5 4συν θ συν θ=  

ΖΗΤΗΜΑ 2ο  

(α)  (ημ2θ+συν2θ)² + (ημ2θ-συν2θ)2 –2συν2θ=  
 = 2 2ημ 2 2 2 2 2θ συν θ συν θ ημ θ+ + 2 22 2 2 2 2ημ θ συν θ συν θ ημ θ+ + − 2 2συν θ−    

( )2 21 2 42 1 =  1 + 1 – 2συν2θ = 2(1 – συν2θ) = ημ θ ημ θ− + =  

(β)  ημ(θ+60°) = 2ημθ    για θ ≠1800κ+90°  , κ ∈  

 ⇒ 60 60 2ημθσυν ημ συνθ ημθ° + ° = ⇒ 1 3 2
2 2
ημθ συνθ ημθ+ =  ⇒  

 ⇒  3 3ημθ συνθ=      Διαιρώ με συνθ≠0  (θ ≠1800κ+90°  , κ ∈ ) 

 ⇒  3 3  ⇒  εφθ =
3

3
εφθ =  ⇒  εφθ=εφ30° ⇒  180 30θ κ= ° + °   κ ∈

(γ)  (ι)  

2 22

2 22

2 2

2

11
1 1

συν θ ημ θημ θ
εφ θ συν θσυν θ
εφ θ ημ θ

συν θ

−
−−

= =
+

+

2 2 2
2 2συν θ ημ θ+

συν θ ημ θ συν θ= − =  1

2συν θ

 (ιι)  
2 2( )

2 2 2

1 1 2 12
2 1 1 1

ι 2εφ θ εφθ εφ θ εφθεφ θ
συν θ εφ θ εφ θ εφ θ

+ +
+ = + =

− − −
( )+ =

( )

21

1

εφθ

εφθ

+

+ ( )
 = 

1 εφθ−

              = 1
1

εφθ
εφθ

+
−

= ( )1 45 45
1 45

εφ εφθ εφ θ
εφ εφθ

+ °
= + °

− °
 

 1 2 4
2

εφ θ εφ θ
συν θ

+ =
( )

  
ιι

⇒  ( )45 4εφ θ εφ θ+ ° =   ⇒   

⇒ θ + 45° = 180°κ+4θ ⇒  3θ = -180°κ+45° ⇒ 60 15θ κ= − ° + °  ,  κ ∈
 
ΖΗΤΗΜΑ 3ο  
(α)   

(ι)  V c , ⇒  3 36 216 ³m 3216V cmΚ =    κ ψ= = =

ψ=6cm 

γ=12cm 

β=2χα=χ 

(ιι) V · ·α β γΠ = ⇒  216=χ·2χ·12 ⇒ χ²=9 ⇒ χ = 3 cm 
       3 , 6a m cmβ= = . 

2 26 6·6 216KE cψ Κ Κ= ⇒ Ε = ⇒ Ε = 2m  (ιιι) 

       ( ) ( ) 22 2 3·6 6·12 12·3 252E cmαρ αρ αραβ βγ γαΠ Π Π= + + ⇒ Ε = + + ⇒ Ε =  
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(β)   

(ι)   R+υ=9     (υ> R),     ΕΚ=40π cm² ⇒  2π R υ = 40π ⇒ Rυ = 20 

υ 

R 

R+υ=9
Rυ=20

⇒ χ²-9χ+20=0 ⇒ (χ-4)(χ-5)=0 ⇒ χ = 4  ή  χ = 5   (υ>R) ⇒   

     5υ = , cm 4R cm=  
(ιι)  2 22 40 2 4 72K ²E E R E E cmολ ολ ολπ π π= + ⇒ = + ⇒ = π  

 2 24 ·5 80 ³V R V V cmπ υ π π= ⇒ = ⇒ =  
(γ)   

Α̂=90° ,  (ΑΒ)=(ΑΓ)=4a cm.  (ΑΕ)=2α 

Δ

Γ 

Β

Ζ 

Β΄ 

Ζ΄ 

Ε Α Ε΄ 

Δ 

(BΓ)²=(ΑΓ)²+(ΑΒ)² ⇒ (ΒΓ)²=16α²+16α² ⇒  
(ΒΓ)²=32α²⇒ 4 2αΒΓ =  
V V Vολ ωνου μισφαιριουΚ Η= −  

( ) ( ) ( )2 31 1 4·
3 2 3

Vολ π π= ΑΒ ΑΓ − ΑΕ  

( ) ( ) ( )2 31 1 44 4 · 2
3 2 3

Vολ π α α π α= −  

3 364 16
3 3

Vολ
πα π

= −
α ⇒  3 316V cολ πα= m  

.Eσκ κ κων ημισφ δακτ= Ε + Ε + Ε  ⇒ ( )( ) ( ) ( ) ( )2 21·4
2

Eσκ π π π 2π= ΑΒ ΒΓ + ΑΕ + ΑΒ − ΑΕ  

( )( ) ( ) ( )2 2Eσκ π π π= ΑΒ ΒΓ + ΑΕ + ΑΒ ⇒ ( )( ) ( ) ( )2 24 4 2 2 4Eσκ π α α π α π α= + + ⇒ 

Μ Ο 

Κ 

Γ 

Β 

 

Δ 

Α 

4 5 cm

χ=8cm 

υ h

2 2 216 2 4 16Eσκ πα πα π+ += α ⇒ 2 216 2 20Eσκ πα π= + α ⇒ ( )2 24 4 2 5E cmσκ πα= +  

ΖΗΤΗΜΑ 4ο  
(α)   

χ=2α cm 

υ 
Γ 

Β Α 

(ι) 2 260E cmπαρ α= ,  ·E παρ υΒ= Π  ⇒ 260  3·2 · 10 cmα α υ υ α= ⇒ =

(ιι) 
( )22

22 33 3
4 4

αχ α= = =BE             

( )2 2 2 22 60 2 3 2 30 3 cmπαρ ολ ολα α αΒΕ + Ε ⇒ Ε = + ⇒ Ε = +ολΕ =  

(ιιι)  2 3· 3·10 10 3 3
B V V cmυ α α α= ⇒ = ⇒ =V E  

(β)   

KM
Δ

Γ : ( ) ( ) ( ) ( )22 2 2 2 2 24 5 4 64 8h h hΚΓ = ΚΜ + ΜΓ ⇒ = + ⇒ = ⇒ = cm  

K
Δ

ΟΓ : ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2 2 2 28 4 48 4 3 cmυ υ υΚΜ = ΚΟ + ΜΟ ⇒ = + ⇒ = ⇒ =  

2· 32·864 64 192 192
2 2

h
E cmολ ολ

Β
Π Β

Π
Ε = Ε + Ε = + = + = ⇒ =  
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3· 64·4· 3 256 3 256 3
3 3 3 3
BE

V V
υ

= = = ⇒ = cm

(γ) 

 

. . . .2 K KV V V Vχημ μεγ κυλ μικ κυλ ολ ωνουΣ = − −  

( ) ( )2 2 3· 2 ·4 16AE ABVμεγ κυλ π π α α πα= ==  

( )22 3( ) · ·2 2Vμικ κυλ π π α α παΔΖ ΔΓ = ==  

( )
Δ

ΑΙΔ 
2α 

2α 4α 

χ 

2α 

α α 

α α 

Θ Β 

Γ 

Δ 

Α 

Η 

Ζ 

Ε 

Ι 

: χ²=α²+α² ⇒ 
 χ = α 2  

( )

( )

2 2

3
2 2 2

.
( )

( ) ( )( ) ( )
3

7
4 2

3 3

V ολ ωνου
π

πα πα
α α α

Κ Κ
ΕΖ

ΑΕ + ΑΕ ΔΖ + ΔΖ

= + + =

=
 

3 3
3 3 7 2816 2 2·

3 3
V χημ

πα ππα παΣ = − − =
α ⇒ 

3
3

.
28

3
V cχημ

πα
Σ = m  

[ ]

( )2 2 2 2 2 2

. . . . .

2 ( )( ) 2 ( )( ) 2· ( ) ( ) ( )

2 ·2 ·4 2 · ·2 2 (2 ) 2

16 4 6 2 20 6 2 2 10 3 2

2

cm

E

E

λ εγ υλ μικ κυλ κολ κωνου

ολ

π π π

π α α π α α π α α α

πα πα πα πα πα πα

Ο ΚΜ Κ Κ Κ

= ΑΕ ΑΒ + ΔΖ ΔΓ + ΑΕ + ΔΖ ΑΔ
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