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∆ιοικητικό Συµβούλιο της 

Κυπριακής Μαθηµατικής Εταιρείας 

Σεπτέµβριος 2002 - Σεπτέµβριος 2004 

Πρόεδρος 

Αντιπρόεδρος (2002-2003) 

Αντιπρόεδρος (2003-2004) 

Γενικός Γραµµατέας 

Ταµίας 

Οργανωτικός Γραµµατέας 

Βοηθός Ταµίας 

Σύµβουλοι 

: Γρηγόρης Μακρίδης 

: Αθανάσιος Γαγάτσης 

: Ανδρέας Σχοινής 

: Σάββας Αντωνίου 

: Αντρέας Φιλίππου 

: Νικόλαος Γιασουµή 

: Μάριος Ευσταθίου 

: Μάριος Αντωνιάδης  

Παντελής Ζαµπυρίνης  

Σάββας Ιωαννίδης 

Ευθύβουλος Λιασίδης 

Όλγα Παπαγιάννη 

Θεόκλητος Παραγυίου 

Ανδρέας Σαββίδης 
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Χαιρετισµός του ∆ρα Πέτρου Μ. Καρεκλά 

Γενικού ∆ιευθυντή του Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού 

στην Τελετή Βράβευσης των µαθητών που διακρίθηκαν σε 

∆ιαγωνισµούς Μαθηµατικών που διεξήγαγε η  

Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία ΚΥ.Μ.Ε  

κατά τη σχολική χρονιά 2002-2003 

Μάιος 2003  

Είµαι ιδιαίτερα ευτυχής γιατί µου δίνεται σήµερα η ευκαιρία να χαιρετίσω την τελετή 
βράβευσης των µαθητών που διακρίθηκαν σε διαγωνισµούς Μαθηµατικών που διεξή-
γαγε η Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία κατά τη σχολική χρονιά 2002-2003. 

Είναι πραγµατικά πολύ µεγάλη η ικανοποίηση και η περηφάνια που νιώθουµε, όλοι ε-
µείς που ασχολούµαστε µε τα εκπαιδευτικά δρώµενα του τόπου µας, όταν µαθητές µας 
συµµετέχουν και διακρίνονται σε επαρχιακούς, Παγκύπριους ή ακόµη και σε διεθνείς 
διαγωνισµούς. 

Η συµβολή της Μαθηµατικής Επιστήµης στην ανάπτυξη της Παγκόσµιας διανόησης 
από τα πανάρχαια χρόνια είναι αδιαµφισβήτητη, όπως αδιαµφισβήτητη είναι σήµερα η 
συµβολή της µαθηµατικής σκέψης στην πρόοδο και ανάπτυξη των σύγχρονων θετικών 
Επιστηµών και της Τεχνολογίας. 

Με τις αναλύσεις, τι λύσεις, τις διερευνήσεις και τις επαληθεύσεις τους, τα Μαθηµατι-
κά ε(ναι µια διαδικασία που ανοίγει στους νέους πολυποίκιλους δρόµους και τρόπους 
και τους δίνει δυνατότητα για νέες προοπτικές που θα τους οδηγήσουν στην αλήθεια. 
Έτσι τα Μαθηµατικά εµβαθύνουν και ανυψώνουν την πνευµατικότητα τόσο των διδα-
σκόντων όσο και των διδασκοµένων, 

Παράλληλα στη µαθηµατική επιστήµη πρυτανεύει άγρυπνος, ακούραστος και αµείλι-
κτος οδηγός και ελεγκτής ο ορθός λόγος µε την αυστηρή νοµοτέλεια των αρχών της 
ανθρώπινης λογικής, που συγκρατώντας τις εξάρσεις και ρυθµίζοντας την υπερβατική 
πορεία της µε την αριστοτελική έννοια του µέτρου, οδηγεί τον άνθρωπο µε σταθερά και 
θετικά βήµατα προς τη γνώση, τη δεξιότητα και την πρόοδο. 

Έτσι, µε το σύνθετο ρόλο τους µέσα στην Εκπαίδευση, την Επιστήµη και τη Ζωή γενι-
κά, τα Μαθηµατικά αναπτύσσουν την πνευµατικότητα, εντείνουν τις πνευµατικές ανη-
συχίες και ενισχύουν τις φιλοσοφικές τάσεις και αναζητήσεις συγχρόνως όµως προά-
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γουν τον ορθολογισµό, τον θετικισµό και το τεχνοκρατικό πνεύµα. 

Και µέσα στην πολιτιστική πορεία της ανθρωπότητας τα Μαθηµατικά συνέβαλαν και 
συµβάλλουν πάρα πολύ στην ανάπτυξη των διαφόρων κλάδων της Φιλοσοφίας, πολλών 
από τις Καλές Τέχνες και των πλείστων από τις Επιστήµες. Με τον τρόπο αυτό συµ-
βάλλουν στη βελτίωση των µέσων παραγωγής και των υλικών όρων της ζωής του αν-
θρώπου, στην άνοδο του βιοτικού επιπέδου, καθώς και στην ανύψωση της πνευµατικής 
και αισθητικής ποιότητας της ζωής µας. 

Όλοι αυτοί οι λόγοι καθιστούν τη µελέτη των Μαθηµατικών   απαραίτητο   στοιχείο   
του   εκπαιδευτικού συστήµατος και το µάθηµα πρωτεύον σε όλες τις χώρες του κό-
σµου. 

Στην Κύπρο, πολιτική του Υπουργείου Παιδείας είναι να δίνει σε όλους τους µαθητές 
τις απαραίτητες µαθηµατικές γνώσεις και δεξιότητες ως υποδοµή τόσο για την καθηµε-
ρινή ζωή όσο και για ανώτερες σπουδές σε Πανεπιστήµια. 

Εκφράζω τα θερµά µου συγχαρητήρια στην Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία, γιατί µε 
την πλούσια δράση της συµβάλλει στο συνεχή εκσυγχρονισµό του µαθήµατος των Μα-
θηµατικών. 

Η καθιέρωση, από µέρους της, του θεσµού της βράβευσης των µαθητών που διακρίνο-
ντας αποτελεί άλλη µια ένδειξη του αδιάπτωτου ενδιαφέροντος της για την καλλιέργεια 
της µαθηµατικής σκέψης και επιστήµης στον τόπο µας. 

Συγχαίρω επίσης τους µαθητές µας που βραβεύονται στη σεµνή αυτή τελετή και που 
είναι οι µαθητές µας που διακρίθηκαν στον Παγκύπριο ∆ιαγωνισµό Μαθηµατικών για 
τις Β' και Γ' τάξεις Λυκείων «Ζήνων», στον Επαρχιακό ∆ιαγωνισµό για τις Β΄ και Γ 
στάξεις τάξεις Λυκείων Επαρχίας Λευκωσίας «Ιάκωβος Πατάτσος» καθώς και στις Ε-
θνικές Οµάδες που θα λάβουν µέρος στους διεθνείς διαγωνισµούς JΒΜΟ, ΒΜΟ και 
ΙΜΟ.  
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Χαιρετισµός κ. Ανδρέα Σκοτεινού 

∆ιευθυντή Μέσης Εκπαίδευσης  

του Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού 

στην έναρξη των εργασιών του Καλοκαιρινού Μαθηµατικού Σχολείου 

που οργανώνει η Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία 

 

Ιούνιος 2003 

 

Με πολλή χαρά χαιρετίζω σήµερα το 13ο Καλοκαιρινό Μαθηµατικό Σχολείο, που 

οργανώνει η Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία, δίνοντας σε τόσους πολλούς µαθητές 

την ευκαιρία να ασχοληθούν για τις επόµενες πέντε µέρες µε τα Μαθηµατικά. Το να 

µιλήσω ενώπιον σας για τη σηµασία των Μαθηµατικών θα ήταν από µέρους µου µια 

κοινότοπη αναφορά σε ήδη γνωστά, σε σας, θέµατα. Επιτρέψετε µου, όµως, να 

επαναλάβω την αρχαία ρήση «αεί ο Θεός ο Μέγας γεωµετρεί», η οποία τονίζει τη 

σύνδεση των Μαθηµατικών µε τη ∆ηµιουργία του Κόσµου, που αποτελεί αρχιτεκτονικό 

έργο του πάνσοφου Γεωµετρία Νου. Είµαι σίγουρος ότι εσείς, ζώντας σ' αυτό το 

ειδυλλιακό περιβάλλον, συναισθάνεστε ακόµα πιο καταλυτική τη δύναµη του 

πάνσοφου αυτού Νου. 

Η συµµετοχή σας στα µαθήµατα αυτά, του καλοκαιρινού σχολείου θα σας δώσει την 

ευκαιρία να αναπτύξετε και να ενδυναµώσετε την κριτική σας σκέψη και πειθαρχία, και 

θα σας προσφέρει τις δυνατότητες για καλύτερη διαχείριση των σχολικών σας 

ενασχολήσεων καθώς και των µελετών σας και άλλων ακαδηµαϊκών σας προβληµάτων, 

αργότερα. Επίσης η συµµετοχή αυτή θα ενισχύσει τις προοπτικές σας για 

αποτελεσµατική παρουσία σε διαγωνισµούς και άλλες δραστηριότητες ευγενούς 

άµιλλας. Επιπλέον, η αλληλογνωριµία και η ανάπτυξη φιλικών, µεταξύ σας, σχέσεων 

θα σας βοηθήσουν µελλοντικά στην ευκολότερη προσαρµογή σας στον συνεχώς 

µεταβαλλόµενο κόσµο µας. 

Με τη διοργάνωση του Καλοκαιρινού Μαθηµατικού Σχολείου η Κυπριακή 
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Μαθηµατική Εταιρεία συµβάλλει στην προώθηση της µαθηµατικής σκέψης και στην 

αναβάθµιση της µαθηµατικής παιδείας. Ενισχύει ουσιαστικά τις προσπάθειες του 

Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού για προώθηση και εκσυγχρονισµό των 

Μαθηµατικών σ' όλες τις βαθµίδες της εκπαίδευσης. Γι' αυτό και ενθαρρύνουµε κάθε 

ανάλογη προσπάθεια. 

Τελειώνοντας, θέλω να συγχαρώ θερµά τους διοργανωτές του Καλοκαιρινού 

Μαθηµατικού Σχολείου και να τους ευχηθώ να συνεχίσουν την προσφορά τους, Σε σας, 

τους µικρούς µαθηµατικούς, εύχοµαι να έχετε µια καλή διαµονή στον Αγρό, 

παραγωγική και ωφέλιµη, από όποια οπτική γωνιά και αν την κοιτάξει κανείς. Είµαι 

σίγουρος ότι αυτή την εµπειρία θα την κουβαλάτε µαζί σας για πολλά χρόνια. 

 

Α. Σκοτεινός, ∆ιευθυντής Μέσης Εκπαίδευσης Υ.Π.Π. 
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Χαιρετισµός του Κ. Παναγιώτη Μάτση 

Πρώτου Λειτουργού Εκπαίδευσης (ΠΛΕ)  

του Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού  

στην Τελετή Έναρξης της Β΄ Σειράς του  

13ου  Καλοκαιρινού Μαθηµατικού Σχολείου 

Ιούνιος 2003 

 

Με την ευκαιρία της έναρξης των εργασιών του 13ου Καλοκαιρινού Μαθηµατικού 

Σχολείου θα ήθελα να σας απευθύνω, εκ µέρους του Υπουργείου Παιδείας και 

Πολιτισµού, θερµό και εγκάρδιο χαιρετισµό. 

Ο σηµερινός περίπλοκος κόσµος, ο κόσµος της τρίτης χιλιετηρίδας, µε την έκρηξη της 

γνώσης και της τεχνολογίας απαιτεί καλύτερη επαφή και γνωριµία µε την παγκόσµια 

γλώσσα, τα µαθηµατικά. Η κατάκτηση, όµως, αυτού του αγαθού εξακολουθεί να είναι 

προνόµιο των ολίγων. 

∆ραστηριότητες σαν τη σηµερινή ενισχύουν την προσπάθεια του Υπουργείου Παιδείας 

και Πολιτισµού για βελτίωση της µαθηµατικής αγωγής στα σχολεία µας, µε γενικότερες 

ευµενείς επιπτώσεις στην πρόοδο του τόπου. Είναι γι' αυτό που αγκαλιάζουµε τέτοιες 

δραστηριότητες και εκφράζουµε θερµά συγχαρητήρια προς την Κυπριακή Μαθηµατική 

Εταιρεία που τις διοργανώνει. 

Με ιδιαίτερη χαρά καλωσορίζω και συγχαίρω όλα τα παιδιά που ανταποκρίθηκαν στην 

πρόσκληση αυτή, παρά τις προκλήσεις των καλοκαιρινών διακοπών. 

Όπως όλοι µας γνωρίζουµε, από τα πανάρχαια χρόνια τα µαθηµατικά αποτελούσαν το 

βασικό άξονα της Ελληνικής και Κλασικής µας παιδείας. 

Η συµµετοχή σας στα σεµινάρια αυτά θα σας δώσει τις δυνατότητες τις δυνατότητες να 

αναπτύξετε και να ενδυναµώσετε την κριτική σας σκέψη και πειθαρχία, και θα σας 

προσφέρει αυτοπεποίθηση που τόσο απαραίτητη είναι για τους πολίτες της Ενωµένης 

Ευρώπης. Η αλληλογνωριµία µεταξύ σας, η ξεκούραση και η διασκέδαση, θα σας 
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δώσει παράλληλα την ευκαιρία να αναπτύξετε φιλικές σχέσεις που θα βοηθήσουν 

µελλοντικά στην ευκολότερη προσαρµογή σας στο συνεχώς διαφοροποιούµενο 

περιβάλλον. 

Τέλος η ενασχόληση σας µε υγιείς δραστηριότητες σαν κι' αυτή θα σας θωρακίσουν 

από τους κινδύνους και τις σειρήνες της σύγχρονης καταναλωτικής κοινωνίας. 

Είµαι βέβαιος πως το ειδυλλιακό τοπίο του Αγρού θα σας βοηθήσει να εργαστείτε 

παραγωγικά και ευχάριστα ώστε να αποκτήσετε τα κατάλληλα εφόδια για την 

περαιτέρω ανέλιξη σας τόσο µορφωτικά, όσο και επαγγελµατικά. 

Τελειώνοντας θα ήθελα να ευχαριστήσω και να συγχαρώ τόσο τους καθηγητές που θα 

διδάξουν όσο και όσους µε οποιοδήποτε τρόπο συµβάλλουν στην πραγµατοποίηση του 

Καλοκαιρινού Μαθηµατικού Σχολείου. 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
 

 «20 ΧΡΟΝΙΑ ΠΡΟΣΦΟΡΑΣ ΚΑΙ ∆ΗΜΙΟΥΡΓΙΑΣ»   
 

1983-2003 
 

Το 2003 αποτελεί σταθµό για την Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρείας αφού συµπληρώνει 
20 χρόνια ύπαρξης αλλά ταυτόχρονα ολοκληρώνει ένα µεγάλο σχέδιο νέων 
δηµιουργιών που άρχισε και ολοκληρώθηκε την τελευταία πενταετία. 
 
Η Κυπριακή Μαθηµατική Εταιρεία θέλησε να γιορτάσει το εικοσάχρονά της 
χαρίζοντας γνώση προς όλους του µαθητές της Κύπρου, έτσι στις 6 Νοεµβρίου σε 
ειδική τελετή που έγινε στο Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού χαρίζει µέσω του 
Υπουργού Παιδείας και Πολιτισµού όλη τη σειρά της έκδοσης «ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΟ 
ΒΗΜΑ» από το 1984-2002 στις βιβλιοθήκες όλων των σχολείων Μέσης και Τεχνικής 
Εκπαίδευσης της Κύπρου. 
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Για τον εορτασµό οργανώθηκε ειδικό Συµπόσιο µε θέµα «Τα Μαθηµατικά και το 
Μέλλον – Το Μέλλον των Μαθηµατικών» το οποίο πραγµατοποιήθηκε στις 22 
Νοεµβρίου 2003. Στο Συµπόσιο αυτό εκπροσωπήθηκαν Μαθηµατικές Εταιρείες από 
χώρες που υπάρχει για αρκετά χρόνια µια φιλική συνεργασία σε θέµατα Μαθηµατικών. 
Συγκεκριµένα παρευρέθηκαν πρόεδροι των Μαθηµατικών Εταιρειών της Ελλάδας, 
Βουλγαρίας, Ρουµανίας, Αλβανίας και Σερβίας-Μαυροβουνίου. Το συµπέρασµα του 
Συµποσίου θα µπορούσε να το περιγράψει κανείς µε µόνο µία ερώτηση της οποίας η 
απάντηση είναι εµφανείς, «Θα µπορούσε να υπάρξει µέλλον της ανθρωπότητας αν από 
αύριο σταµατήσει ο κόσµος να ασχολείται µε τα Μαθηµατικά;»  
 
 

Συµπόσιο: «Τα Μαθητικά και τον Μέλλον – Το Μέλλον των Μαθηµατικών» 
Προσκεκληµένοι: Πρόεδροι Μαθηµατικών Εταιρειών Ελλάδας, Βουλγαρίας, 
Ρουµανίας, Αλβανίας, Σερβίας-Μαυροβουνίου 
 
Ο εορτασµός των εικοσάχρονων ολοκληρώθηκε το βράδυ της 22ης Νοεµβρίου µε 
τελετή και δείπνο στο ξενοδοχείο Χίλτον στη Λευκωσία. Την τελετή τίµησε µε την 
παρουσία του ο Υπουργός Παιδείας και Πολιτισµού κος Πεύκιος Γεωργιάδης, οι 
πρόεδροι των Μαθηµατικών Εταιρειών Βαλκανικών χωρών, ∆ιευθυντές τµηµάτων και 
αξιωµατούχοι του Υπουργείου Παιδείας και Πολιτισµού, πρώην πρόεδροι και µέλη των 
διοικητικών συµβουλίων της Κυπριακής Μαθηµατικής Εταιρείας από το 1983 έως 
σήµερα, εκπρόσωποι πανεπιστηµίου Κύπρου και κολεγίων και πολλοί φίλοι και µέλη 
της Κυπριακής Μαθηµατικής Εταιρείας. 

 Το πρόγραµµα περιελάµβανε εκτός από τους χαιρετισµούς, ειδικό 
Αφηγηµατικό δρώµενο µε φωτεινές διαφάνειες “Οι διάλογοι του Σωκράτη”, 
ειδικό φιλµάκι για τα 20χρονα, δόθηκε ειδική έκδοση λεύκωµα που περιείχε 
όλους του µαθητές που διακρίθηκαν σε µαθηµατικούς διαγωνισµούς καθώς 
και τα µέλη των ∆ιοικητικών Συµβουλίων της ΚΥ.Μ.Ε. . Το φιλµάκι 
δόθηκες δωρεάν σε όλους του παρευρισκόµενους σε ειδική έκδοση 
ψηφιακού δίσκου. Σηµαντικό να αναφερθεί ότι δόθηκε αναµνηστικό 
µετάλλιο σε όλους τους µαθηµατικούς που υπηρέτησαν στα εκάστοτε 
∆ιοικητικά Συµβούλια της Κυπριακής Μαθηµατικής Εταιρείας. 
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Γρηγόρης Μακρίδης 
Νυν Πρόεδρος ΚΥΜΕ 

Πεύκιος Γεωργιάδης 
Υπουργός Παιδείας και Πολιτισµού 

 

  
Παναγιώτης Μιχαήλ 
Πρώην Πρόεδρος ΚΥΜΕ 

Γλαύκος Αντωνιάδης 
Πρώην Πρόεδρος ΚΥΜΕ 
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Κώστας Χαραλαµπίδης 
Σκηνοθέτης Τελετής 

Φωτεινές διαφάνειες  
“Οι διάλογοι του Σωκράτη» 

 
 

Βράβευση Τρύφωνα Πνευµατικού Βράβευση Αντρέα Σκοτεινού 
 
 

Βράβευσης Σάββα Ιωαννίδη Βράβευση Πέτρου Πέτρου 
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Βράβευση Παναγιώτη Μάτση Βράβευση Γρηγόρη Γιάγκου 
 

Βράβευση ∆ανάης Κασπαρή Βράβευση Αντρέα Σχοινή 
 

Βράβευση Τάνιας Παναγιώτου Βράβευση Κλαίλιας Σκοτεινού 
 

 
Βράβευση Αθανάσιου Γαγάτση Βράβευση Αντρέα Σαββίδη 
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Βράβευση Παναγιώτη Μιχαήλ Βράβευση Γλαύκου Αντωνιάδη 
 

  
Βράβευση Αντρέα Αντωνίου Βράβευση Νίκου Ηλία 
 

  
Βράβευση Αντρέα Αθανασίου Τιµητικό δώρο από τον Πρόεδρο της 

Βουλγαρικής Μαθηµατικής Εταιρείας 
καθηγητή Stefan Dodunecov 
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ΤΕΛΕΤΗ ΒΡΑΒΕΥΣΗΣ  
4ης ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗΣ ΟΛΥΜΠΙΑ∆ΑΣ 

 
 

         
Α. Φιλίππου, ΚΥ.Μ.Ε. Συντονιστής της 4ης 
Κυπριακής Μαθηµατικής Ολυµπιάδας 

Μαθητές οι οποίοι πήραν µετάλλιο     
περιµένουν την βράβευση τους 

          
 

      
Σ. Αντωνίου, Γραµµατέας ΚΥ.Μ.Ε. Κ. Χρήστου, Πανεπιστήµιο Κύπρου 

Χ. Παπαχριστοδούλου, ΚΥ.Μ.Ε.  Μ. Αντωνιάδης, Πρόεδρος Σ.ΜΑ.Κ. 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  
 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 

 cms@cms.org.cy , www.cms.org.cy 
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΕΠΑΡΧΙΑΚΩΝ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΩΝ 
ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΓΙΑ ΤΙΣ ΤΑΞΕΙΣ Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 
14 ∆εκεµβρίου 2002 

 
ΕΠΑΡΧΙΑ ΛΕΥΚΩΣΙΑΣ 

Βραβεία 
1ον Βραβείο Τελεβάντου Ιουλία του Αναστάσιου, Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα  
2ον Βραβείο Τσουδερού Αθηνά του Παναγιώτη, Γ΄ Λυκ. Παλουρίωτισσας 
3ον Βραβείο Χατζηδηµητρίου Λένος του Κώστα, Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα  
 

Έπαινος κατά σειράν επιτυχίας στους: 
Γεωργίου Παναγιώτης του Γεωργίου, Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα 
Μαουράο Μιχάλης του Joseph, Β΄ Λυκ. Παγκύπριο Γυµνάσιο 
Χρίστου Φωτεινή του Χρίστου, Γ΄ Λυκ. Αρχ. Μακ. Γ’ 
Καρκατζούνης Στράτος-Χρήστος του Στυλιανού, Γ΄ Λυκ. Αρχ. Μακ. Γ’ 
Πίπης Μενέλαος του Ανδρέα, Γ΄ Λυκ. Αγ. Γεωργίου Λακατάµειας 
Κέντας Γιώργος του Ανδρέα, Γ΄ Παγκύπριο Γυµνάσιο 
Ποφαίδης Κωνσταντίνος του Ζήνωνα, Γ΄ Λυκ. Αρχ. Μακ. Γ’ 
Θεµιστοκλέους Έλενα του Σωτήρη, Γ΄ Λυκ. Αρχ. Μακ. Γ’  
 

Εύφηµη Μνεία στους: 
Σκίτσας Μιχάλης του Χριστόδουλο, Γ΄ Παγκύπριο Γυµνάσιο 
∆ιονυσιού Στέφανη του Κωνσταντίνου, Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα 
Γιασουµή Άννα του Κώστα, Β΄ Λυκ. Εθνοµάρτυρα Κυπριανού 
Ανδρέου Ανδρέας του ∆ηµητρίου, Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα 
Γαγάτσης Αναστάσιος του Αθανασίου,  Γ΄ Λυκ. Αποστόλου Βαρνάβα  
     

ΕΠΑΡΧΙΑ ΛΕΜΕΣΟΥ 
Βραβεία 
1ο Βραβείο: Μουρούζη  Θεοδόση του Χριστόδουλο, Τάξη Γ΄, Λύκειο  Πολεµιδιών 
2ο Βραβείο: Βασιλείου Πέτρο του Γρηγόρη, Τάξη Γ΄, Λύκειο  Πολεµιδιών 
3° Βραβείο εξίσου στους: 
 Μαληκίδη Βασίλη του Γεωργίου, Τάξη Β΄, Λανίτειο Λύκειο Α΄ 
 Χρίστου  Μιχάλη του Μανώλη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Απ.Πέτρου και Παύλου 
 

Έπαινος κατά σειράν επιτυχίας στους: 
Αριστείδου Πέτρος του Χριστάκη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγ.Σπυρίδωνα  
Καλλής Γιώργος του Αντρέα, Τάξη Γ΄, Λύκειο Απ. Πέτρου και Παύλου 
Τρύφωνος Χριστιάνα του Γεωργίου, Τάξη Β΄, Λανίτειο Λύκειο Α΄  
Λάµπρου Κλεοπάτρα του Κύπρου, Τάξη Β΄, Λύκειο Λινόπετρας 

18 Κυπριακή Μαθηματικη Εταιρεία



Εύφηµη Μνεία στους: 
Χριστοφή Μιχάλης του Πάµπου, Τάξη Β΄. Λύκειο  Πολεµιδιών 
Θεοδωρίδη Μαρία του Θεόδωρου, Τάξη Γ΄, Λύκειο  Πολεµιδιών 
Φοινίκεττος Γιάννης του Νικολάου, Τάξη, Λανίτειο Λύκειο Α΄ 
Μαύρος Μάριος του Χαράλαµπου, Τάξη Γ΄, Λύκειο Απ.Πέτρου και Παύλου 
Θεµιστοκλέους Πόλυς του Ανδρέα, Τάξη Γ΄, Λανίτειο Λύκειο Α΄ 
 
 

ΕΠΑΡΧΙΕΣ ΛΑΡΝΑΚΑΣ ΚΑΙ ΑΜΜΟΧΩΣΤΟΥ 
Βραβεία 
1ο Βραβείο:  Χατζηγιάννης Μιχαήλ – Ιάσων Ηλία, Τάξη Γ΄, Παγκύπριο Λύκειο 
2ο Βραβείο : Μασούρας Βελισσάριος Θεοχάρη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου 
3ο Βραβείο: Καρίτεβλη Μελίνα Ανδρέα, Τάξη Γ΄, Λύκειο Βεργίνας  
 

Έπαινος κατά σειράν επιτυχίας στους: 
Γεωργίου Παναγιώτης Σωτήρη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου  
Χατζηµιχαήλ Ευθύµιος Ανδρέα, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου  
Καλογέρης Ανδρέας Λάκη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου  
Λουκά Στυλιανός Γιαννάκη, Τάξη Β΄,  Λύκειο Βεργίνας  
 

Εύφηµη Μνεία στους: 
Ευλαβής Χριστόφορος Ανδρέα, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου Λάρνακας 
Χατζηττοφής Κωνσταντίνος Σωτήρη, Τάξη Γ΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου Λάρνακας 
Ζωσιµάς Ζωσιµάς Κωνσταντίνου, Τάξη Β΄, Λύκειο Αγίου Γεωργίου Λάρνακας 
Μάγου Χριστίνα Νικόλα, Τάξη Γ΄, Λύκειο Παραλιµνίου 
 

ΕΠΑΡΧΙΑ ΠΑΦΟΥ 
Βραβεία 
1ο (Εξίσου) - Ζαµπυρίνης Σοφοκλής Παντελή,   Γ΄ Τάξη, Λύκειο Κύκκου Πάφου.  

                 - Ζαχαρία Χρίστος Σίµου,   Γ΄  Τάξη Λύκειο, Κύκκου Πάφου. 
2ο    ∆ηµητρίου ∆ηµήτρης Χριστάκη,  Β΄ Τάξη ,Λύκειο Αρχ Μακαρίου Γ΄ Πάφου. 
3ο    Λάµπρου Πάυλος Χριστοδούλου,  Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αρχ Μακαρίου Γ΄ Πάφου. 
 

Έπαινος κατά σειράν επιτυχίας στους: 
Θεοφάνους Ζαχαρίας Αγαθοκλή,  Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αγ Νεοφύτου Πάφου.  
Γεωργίου  Αλέξανδρος Ανδρέα,  Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αγ Νεοφύτου Πάφου.  
Κασιουλή Μαρία Γεωργίου,  Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αγ Νεοφύτου Πάφου.                
Παύλου Στάθης Αρέστη, Γ΄ Τάξη, Λύκειο Πολεµίου. 
 

Εύφηµη Μνεία στους: 
Ζαµπυρίνης Κώστας Κενδέα,  Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αγ Νεοφύτου Πάφου. 
Πολυκάρπου Άρτεµης Λαυρέντη, Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αγ Νεοφύτου Πάφου.                  
Ιωαννίδη  Σωκράτης Χριστοδούλου, Γ΄ Τάξη, Λύκειο Αρχ Μακαρίου Γ΄ Πάφου. 
Αγγελή Μηνάς Τάκη, Γ΄ Τάξη, Λύκειο Πολεµίου. 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  
 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 

 cms@cms.org.cy , www.cms.org.cy 
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΥ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥ  

ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  

ΓΙΑ ΤΗΝ Α΄ ΤΑΞΗ ΛΥΚΕΙΟΥ 2003 

 
Φεβρουάριος 2003 

 
1ο & 2ο Βραβείο απονέµεται εξίσου στους: 

• Μιχαηλίδου Μαρία Γεωργίου Λύκειο Παλαιοµετόχου 

• Κουγιάλη Μαρίνα Ανδρέου Λύκειο Πολεµιδιών Λεµεσός 

3ο Βραβείο απονέµεται εξίσου στους: 

• Χατζησάββα Νικόλα Σωτήρη Λύκειο Αγίου Αντωνίου, Λεµεσός 

• Χριστοδούλου Σταύρος Χριστάκη Λύκειο Πολεµιδιών Λεµεσός 

Έπαινος απονέµεται κατά σειρά επιτυχίας στους: 

• Παπαντωνίου Κωνσταντίνος 
Κυριάκου 

Λύκειο Εθνάρχη Μακαρίου, Πάφος 

• Κυριάκου Άντρη Κυριάκου Λύκειο Πολεµιδιών Λεµεσός 

• Αρσένης Απόστολος Νίκου Λύκειο Εθνάρχη Μακαρίου, Πάφος 

• Μαυροµµάτης Ανδρέας Πέτρου Λύκειο Αγίου Νεοφύτου , Πάφος 

• ∆ηµητρίου Ηλίας ∆ηµητρίου Λύκειο Αρχ. Μακαρίου Γ΄, Λευκωσία 

Εύφηµη µνεία για τους ακόλουθους µαθητές: 

• Βενιζέλος ∆ηµήτρης Κώστα,  Λύκειο Εθνάρχη Μακαρίου, Πάφος 

• Βρυωνίδου Ελένη Χριστάκη Λύκειο Αγίας Φυλάξεως, Λεµεσός 

• Θεµιστοκλέους Ξένια Παναγιώτη Λύκειο Αγίου Νεοφύτου, Πάφος 

• Φανίδου ∆όµνα Χαράλαµπου Λύκειο Εθνάρχη Μακαρίου, Πάφος 

• Σπανούδη Κωνσταντίνα Κλεόβουλου Λύκειο Απόστολου Βαρνάβα, Λευκωσία 

• Σιαλής Κυριάκος Χαράλαµπου Λύκειο Πολεµιδιών Λεµεσός 

• Αβραάµ Μαρίνα Αβραάµ Λύκειο Αγίου Ιωάννη, Λεµεσός 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  
 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 

 cms@cms.org.cy, www.cms.org.cy 
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΥ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥ  ΛΥΚΕΙΟΥ ΣΤΑ 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ  «ΖΗΝΩΝ» 2003 

 

Μάρτιος 2003 

 
 

1ο Βραβείο στον: 
 Ζαµπυρίνη Σοφοκλή του Παντελή  (Λύκειο Κύκκου Πάφου) 

 

Το 2ο και 3ο Βραβείο απονέµονται εξίσου στους:  

 Μοουράο Μιχάλη του Joseph Manuel  (Παγκύπριο Γυµνάσιο Λευκωσίας) 

 Μασούρας Βελισάριος του Θεοχάρη  (Λύκειο Αγίου Γεωργίου Λάρνακας) 

 

ΕΠΑΙΝΟΣ ΑΠΟΝΕΜΕΤΑΙ ΚΑΤΑ ΣΕΙΡΑ ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ ΣΤΟΥΣ: 
Τσουδερού Αθηνά του Παναγιώτη  (Λύκειο Παλλουριώτισσας-Λευκωσία) 

Κρύφτης Αχιλλέας του Γεωργίου  (Λύκειο Ακρόπολης - Λευκωσία) 

Χρίστου Μιχάλης του Μανώλη  (Λύκειο Πέτρου και Παύλου - Λεµεσός) 

Χριστοφή Μιχάλης του Χαραλάµπους  (Λύκειο Πολεµιδιών - Λεµεσός) 

Ζωσιµάς Ζωσιµάς του Κωνσταντίνου (Λύκειο Αγίου Γεωργίου Λάρνακας) 

Παύλου Στάθης του Αρέστη (Γυµνάσιο – Λύκειο Πολεµίου - Πάφος) 

Μουρούζης Θεοδόσης του Χριστόδουλου (Λύκειο Πολεµιδιών - Λεµεσός) 

Αριστείδου Πέτρος του Χριστάκη  (Λύκειο Αγίου Σπυρίδωνα - Λεµεσός) 

Μαύρος Μάριος του Χαραλάµπους (Λύκειο Πέτρου και Παύλου-Λεµεσός) 

 

ΠΡΟΚΡΙΘΗΚΑΝ ΟΙ ΠΙΟ ΚΑΤΩ ΣΤΡΑΤΙΩΤΕΣ: 

 Ζαχαρίας Κυριάκος του Σίµου  

 Ματσίκαρης Κυριάκος του Γεωργίου  

 Στυλιανού Ματθαίος του Αντρέα 

 Βαρνάβα Χαράλαµπος του Βαρνάβα 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  

 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 
 cms@cms.org.cy, www.cms.org.cy 

 
 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΑ ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΥ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΥ ΣΤΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 

ΓΙΑ ΤΗ Γ΄  ΤΑΞΗ ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 2003 

 
Φεβρουάριος 2003 

1ο  ΒΡΑΒΕΙΟ στον:  
       Ιωαννίδη  Γιάννη  Κώστα   (Λανίτειο Γυµνάσιο  Λεµεσού) 

2ο ΒΡΑΒΕΙΟ στην: 
 Σολέα  Αναστασία   Λεωνίδα (Τσίρειο Γυµνάσιο  Λεµεσού) 

3ο ΒΡΑΒΕΙΟ εξίσου στους: 
 Ρωσσίδη  Μιχάλη  Γιώργου (Ευρυβιάδειο  Γυµνάσιο Λάρνακας ) 

 Χαραλάµπους Μαρία  Χαράλαµπου ( Γυµν.  Απ. Ανδρέα  Έµπας) 

 

ΕΠΑΙΝΟΣ ΑΠΟΝΕΜΕΤΑΙ ΚΑΤΑ ΣΕΙΡΑ ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ ΣΤΟΥΣ:  
 Κωνσταντίνου Σκεύη   Κώστα   (Γυµνάσιο  ΠολεµιδιώνΛεµεσού) 

∆ηµητρίου   Στέλλα  Γιώργου  (Λανίτειο Γυµνάσιο  Λεµεσού) 

∆ράκου Νάνσια    Γιώργου      ( Γυµνάσιο Λατσιών) 

Μαληκκίδου ∆έσπω  Χρίστου  ( Γυµν. Αρχ. Μακαρίου  Λευκωσία) 

Πέτρου Νικόλας  Παναγιώτη  (Γυµνάσιο  Ξυλοτύµπου ) 

 

ΕΥΦΗΜΗ ΜΝΕΙΑ ΚΑΤΑ ΣΕΙΡΑ ΕΠΙΤΥΧΙΑΣ ΣΤΟΥΣ: 

∆ηµητροπούλου  Αλεξάνδρα  Ευστάθιου ( Περιφ. Γυµν.  Κιτίου) 

Βασιλείου  Χριστίνα Λούκα  (Ευρυβιάδειο  Γυµνάσιο Λάρνακας ) 

Γεωργίου Κυριάκος   Σάββα    (Λανίτειο Γυµνάσιο  Λεµεσού) 

Ζεβεδαίου Έλενα   Κώστα  (Λανίτειο Γυµνάσιο  Λεµεσού )    

Καραγιάννη    Μαρία  Γεώργιου  (Γυµνάσιο Παραλιµνίου) 

Μιχαήλ Μιχάλης  Αντώνη   (Γυµνάσιο Αραδίππου  )    .  

Σιηττή Παρασκευή   Κώστα  ( Γυµνάσιο  Πλατύ  ) 

Στυλιανίδης Θεόδωρος Ιωάννη (Γυµν. Αγ.  Παρασκευής Γεροσκήπου) 
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44η ∆ιεθνής Μαθηµατική Ολυµπιάδα 
Τόκιο – Ιαπωνία  

Ιούλιος 2003 
1. Ζαµπυρίνης Σοφοκλής,  Λύκειο Κύκκου Πάφου 
2. Ζαχαρίας Κυριάκος, Εθνοφρουρός      (Έπαινος)    
3. Στυλιανού Ματθαίος, Εθνοφρουρός 
4. Χρίστου Μιχάλης, Λύκειο Πέτρου και Παύλου, Λεµεσός 
5. Κρύφτης Αχιλλέας, Λύκειο Ακρόπολης, Λευκωσία 
6. Ματσικάρης Κυριάκος, Εθνοφρουρός 
 

Συνοδοί Καθηγητές: Ανδρέας Φιλίππου, Θεόκλητος Παραγιού 
 

20η Βαλκανική Μαθηµατική Ολυµπιάδα 
Τίρανα – Αλβανία 

 
Μάιος 2003 

1. Ζαµπυρίνης Σοφοκλής, Λύκειο Κύκκου Πάφου    (Χάλκινο Μεγαλείο)  
2. Μασούρας Βελισσάριος, Λύκειο Αγίου Γεωργίου,  Λάρνακα    
3. Μουρούζης Θεοδόσης , Λύκειο Πολεµιδιών, Λεµεσός  
4. Κρύφτης Αχιλλέας, Λύκειο Ακρόπολης, Λευκωσία   (Έπαινος) 
5. Αριστείδου Πέτρος, Λύκειο Πέτρου και Παύλου, Λεµεσός 
6. Χρίστου Μιχάλης, Λύκειο Πέτρου και Παύλου,  Λεµεσός    (Έπαινος) 
 

Συνοδοί Καθηγητές: Ανδρέας Φιλίππου, Θεόκλητος Παραγιού 
 

7η Βαλκανική Μαθηµατική Ολυµπιάδα Νέων (κάτω των 15 ½ ) 
Τουρκία 

Ιούνιος 2003 
1. Κουγιάλη Μαρίνα, Λύκειο Πολεµιδιών Λεµεσός  
2. Ιωαννίδης Γιάννης, Λανίτειο Γυµνάσιο,  Λεµεσός  
3. Σολέα Αναστασία, Τσίρειο Γυµνάσιο,   Λεµεσός  
4. ∆ράκου Νάσια, Γυµνάσιο Λατσιών 
5. Ρωσσίδης Μιχάλης, Ευρυβιάδειο  Γυµνάσιο, Λάρνακα 
6. Φανίδου ∆όµνα, Λύκειο Εθνάρχη Μακαρίου, Πάφος 
 

Συνοδοί Καθηγητές:  Λιασίδης Ευθύβουλος, Σαββίδης Αντρέας,  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 
 

Σάββας Ιωαννίδης 
Μαθηµατικός 

 
Άσκηση 1. Έστω σηµείο Μ στο εσωτερικό τριγώνου ΑΒΓ. Να δείξετε ότι: 

       1
2

(ΑΒ+ΑΓ+ΒΓ)<ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ< ΑΒ+ΑΓ+ΒΓ. 

Άσκηση 2. Αν α,β,γ είναι τα µήκη των πλευρών τριγώνου ΑΒΓ, να δείξετε ότι: 

(i)  
2 2 2α β γ

αβ βγ γα
+ +

≤ <
+ +

1 2  

(ii)  αν  
2 2 2α β γ

αβ βγ αγ
+ +

∈
+ +

  

            Τότε το τρίγωνο ΑΒΓ θα είναι ισόπλευρο. 
Άσκηση 3. ∆ίδεται το οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Να δείξετε ότι:  

min( υα ,  υβ , υγ)  R+ρ  max( υ≤ ≤ α
 ,  υβ , υγ), όπου R και ρ είναι οι ακτίνες του 

περιγεγραµµένου και του εγγεγραµµένου κύκλου αντίστοιχα και   υα ,  υβ , υγ τα 
ύψη του τριγώνου. 

Άσκηση 4. Να δείξετε ότι σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο ισχύει: 
       υα ,  υβ , υγ  4R+ρ. ≤

Άσκηση 5. Να δείξετε ότι σε κάθε οξυγώνιο τρίγωνο ισχύει οι ανισότητες: 

         1 2ηµ ηµ ηµ
συν συν συν

Α + Β + Γ
< <

Α + Β + Γ
. 

Άσκηση 6. Να δείξετε ότι σε κάθε  τρίγωνο ισχύουν οι ανισότητες: 
       9α β γυ υ υ ρ+ + ≥  
       9α β γρ ρ ρ+ + ≥ ρ      όπου υα ,  υβ , υγ  τα ύψη του τριγώνου, ρα, ρβ, ργ, οι ακτί-
νες των παρεγγεγραµµένων κύκλων και ρ η ακτίνα του εγγεγραµµένου κύκλου. 

Άσκηση 7. Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ΑΒΓ ισχύουν οι σχέσεις: 

(i) 
2 2

αηµ
β γ

Α
≤

⋅
 

(ii) 1
2 2 2 8

ηµ ηµ ηµΑ Β Γ
⋅ ⋅ ≤  

(iii) 2R ρ≥  

(iv) 3
2

συν συν συνΑ + Β + Γ ≤  

(v) 1
8

συν συν συνΑ ⋅ Β ⋅ Γ ≤  

(vi) 3 3
2

ηµ ηµ ηµΑ + Β + Γ ≤  

Άσκηση 8. Να δείξετε ότι σε κάθε τρίγωνο ισχύουν οι σχέσεις: 
      2 2 2 4 3α β γ αβ αγ βγ+ + ≥ + + ≥ Ε  
      ( όπου α, β, γ τα µήκη των πλευρών του τριγώνου και Ε το εµβαδό του). 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 

 
ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ: 

Α

Β
Γ

∆

Ρ

Άσκηση 1.  

 
(i) Προσθέτουµε κατά µέλη τις προφανείς ανισότητες που ισχύουν στα τρίγωνα 
ΑΒΜ, ΒΓΜ και ΓΛΜ. 
                 ΑΒ<ΜΑ+ΜΒ 
                 ΒΓ< ΜΒ+ΜΓ   + 
                 ΓΑ< ΜΓ+ΜΑ 
         

       ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ< 2ΜΑ+2ΜΒ+2ΜΓ  1
2

⇒ (ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ)<ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ 

(ii) Προεκτείνουµε τη ΒΜ και συµβολίζουµε µε Ρ το σηµείο τοµής της µε τη πλευ-
ρά ΑΓ. 
Τότε ΒΜ+ΜΓ< ΒΜ+ΜΡ+ΡΓ= ΒΡ+ΡΓ< ΒΑ+ΑΡ+ΡΓ= ΒΑ+ΑΓ 
Έτσι         ΒΜ+ ΜΓ< ΒΑ+ΑΓ 
                 ΜΓ+ΜΑ< ΒΓ+ΒΑ   + 
                 ΜΑ+ΜΒ< ΑΓ+ΒΓ 
         
   2ΜΑ+2ΜΒ+2ΜΓ<2ΑΒ+2ΒΓ+2ΓΑ       ΜΑ+ΜΒ+ΜΓ< ΑΒ+ΒΓ+ΓΑ ⇒

 
Άσκηση 2.  

(i) Το πρώτο σκέλος ισχύει για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς α, β, γ µε  
αβ+βγ+γα > 0. 

Έχουµε 
2 2

1
2α β γ

αβ βγ γα
+ +

≤
+ +

 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2 2 2
2 2 2

( ) ( ) ( ) 0 έ

α β γ αβ βγ γα

α β γ αβ βγ γα

α βγ β β βγ γ γ γα α

α β β γ γ α αληθ ς

⇔ + + ≥ + +

⇔ + + ≥ + +

⇔ − + + − + + − + ≥

⇔ − + − + − ≥

0

Για το δεύτερο σκέλος χρησιµοποιούµε την τριγωνική ανισότητα  
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 

2 2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2

2
2 2
2

α β γ α αβ β γ
β γ α β βγ γ α α β γ αβ βγ γα
γ α β γ αγ α β

⎫− < ⎫ − + <
⎪⎪− < ⇒ − + < ⇒ + + < + + ⇒⎬ ⎬

⎪ ⎪− < − + <⎭ ⎭

2 2  

2 2 2

2α β γ
αβ βγ γα

+ +
<

+ +
 

(ii) Αν 
2 2 2α β γ

αβ βγ γα
+ +

∈
+ +

 τότε θα έχουµε υποχρεωτικά 

2 2 2
2 2 2

2 2 2

1

( ) ( ) ( )

α β γ α β γ αβ βγ γα
αβ βγ γα

α β β γ γ α
α β γ

+ +
= ⇒ + + = + +

+ +

⇒ − + − + − =
⇒ = =

0     

⇒  το τρίγωνο ΑΒΓ θα είναι ισόπλευρο. 
 
Άσκηση 3.  

Συµβολίζουµε µε Ο το κέντρο του περιγεγραµµένου, 
περί το τρίγωνο, κύκλου. 

Ο

Β Γ

Α

Ε

Ζ

Η

ΟΜ ⊥ ΒΓ
ΟΝ ⊥ ΑΓ
ΟΡ ⊥ ΑΒ

 

Τα τετράπλευρα ΟΡΒΜ, ΟΜΓΝ και ΟΝΑΡ είναι 
εγγράψιµα σε κύκλο. 
(Ρ1=Μ1=Ν1=Ρ2=Μ2=Ν2= ). Χρησιµοποιούµε 
το α΄ θεώρηµα του Πτολεµαίου στα τετράπλευρα 
αυτά και έχουµε: 

90

                                      

  
ΟΜ ⋅ΒΡ + ΟΡ ⋅ΒΜ = ΟΒ ⋅ΡΜ
ΟΝ ⋅ΜΓ +ΟΜ ⋅ΝΓ = ΟΓ ⋅ΜΝ
ΟΡ ⋅ΑΝ +ΟΝ ⋅ΑΡ = ΟΑ ⋅ΡΝ
 

                           ή         

(1)
2 2 2

(2)
2 2 2

(3)
2 2 2

R

R

R

γ α β

α β γ

β γ α

ΟΜ ⋅ + ΟΡ ⋅ = ⋅

ΟΝ ⋅ + ΟΜ ⋅ = ⋅

ΟΡ ⋅ + ΟΝ ⋅ = ⋅

 

Έχουµε ακόµη: 

Ε(ΟΒΓ)+Ε(ΟΑΓ)+Ε(ΑΒΓ)=Ε(ΑΒΓ)  ⇒ (4)
2 2 2 2
α β γ α β γ ρ+ +

ΟΜ ⋅ + ΟΝ ⋅ + ΟΡ ⋅ = ⋅  

Προσθέτουµε κατά µέλη τις ισότητες (1), (2), (3) και (4) και λαµβάνουµε: 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2

R

R

α β γ α β γρ

ρ

ΟΜ + ΟΝ + ΟΡ ⋅ + + = + ⋅ + +

⇒ ΟΜ + ΟΝ + ΟΡ = +
 

(Η απόδειξη αυτής της σχέσης γίνεται και τριγωνοµετρικά) 
Τώρα παρατηρούµε ότι: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1
α β γυ υ υ

ΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒ ΟΒΓ ΟΑΓ ΟΑΒ ΑΒΓ

ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ ΑΒΓ

Ε Ε Ε Ε + Ε + Ε ΕΟΜ ΟΝ ΟΡ
+ + = + + = = =

Ε Ε Ε Ε Ε
 

 
(Ο λόγος των υψών ισούται µε το λόγο των εµβαδών, διότι τα τρίγωνα έχουν κοινή 
βάση). 

Αλλά, 
max( , , ) min( , , )α β γ α β γ α β γυ υ υ υ υ υ υ υ υ
ΟΜ +ΟΝ +ΟΡ ΟΜ ΟΝ ΟΡ ΟΜ +ΟΝ +ΟΡ

≤ + + ≤   

    

max( , , ) min( , , )

max( , , ) min( , , )
1 1

max( , , ) min( , , )

max( , , ) min( , , )

R R

R R
R R

R

α β γ α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

α β γ α β γ

ρ ρ
υ υ υ υ υ υ υ υ υ

υ υ υ υ υ υρ ρ
υ υ υ υ υ υ ρ ρ

υ υ υ ρ υ υ υ

+ ΟΜ ΟΝ ΟΡ +
⇔ ≤ + + ≤

+ +
⇔ ≤ ≤ ⇔ ≥ ≥

+ +

⇔ ≥ + ≥

 

 
Άσκηση 4.  

Συµβολίζουµε µε Ο το κέντρο του περιγεγραµµένου, περί το 
τρίγωνο, κύκλου. Έχουµε , .αυΑ∆ ⊥ ΒΓ Α∆ =  
Τότε  θα ισχύουν λοιπόν κυκλικά. RΑ∆ ≤ ΑΜ ≤ +ΟΜ

 
 
 

Β

Ο

Α

Γ

Ρ

Μ

Ν

∆

3 4

( )

R
R R
R

R

α

β α β γ

γ

υ
υ υ υ υ
υ

ρ

⎫≤ + ΟΜ
⎪≤ + ΟΝ ⇒ + + ≤ + ΟΜ + ΟΝ + ΟΡ = +⎬
⎪≤ + ΟΡ ⎭

ΟΜ + ΟΝ + ΟΡ = +

R ρ
  

Άσκηση 5.  

Φέρουµε τα ύψη του τριγώνου. Το ορθόκεντρο Η βρίσκεται στο εσωτερικό του τριγώ-
νου (οξυγώνιο).  
 

Έχουµε 
΄ ΄συν ηµΑΒ
= Α ΑΓ = Γ⇒

ΑΗ

2΄ Rσυν συν
ηµ ηµ
ΑΒ ΑΒ⋅ Α

ΑΗ = = = Α
Γ Γ

 

Τότε οι, προς απόδειξη, ανισότητες γράφονται: 
2 2 21 2

2 2 2
R R R

R R R
ηµ ηµ ηµ

συν συν συν
Α + Β + Γ

< <
Α + Β + Γ

  

Α

Β ΓΑ '

Β '

ΗΓ'
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΚΩΝ ΑΝΙΣΟΤΗΤΩΝ 

1 2α β γ+ +
⇔ < <

ΗΑ + ΗΒ + ΗΓ
   

Ισχύει όµως  (1)
΄
΄
΄

β
γ α β
α

ΗΑ < ΑΑ < ⎫
⎪ΗΒ < ΒΒ < ⇒ ΗΑ + ΗΒ + ΗΓ < + +⎬
⎪ΗΓ < ΓΓ < ⎭

γ

και   2( ) (2)
α
β α β γ
γ

< ΗΒ + ΗΓ⎫
⎪< ΗΑ + ΗΓ ⇒ + + < ΗΑ + ΗΒ + ΗΓ⎬
⎪< ΗΑ + ΗΒ⎭

οι σχέσεις (1) και (2) µας οδηγούν 1 2ηµ ηµ ηµ
συν συν συν

Α + Β + Γ
< <

Α + Β + Γ
 

 
Άσκηση 6.  

Για τους θετικούς αριθµούς x, ψ, ω ισχύει: 

            3
1 1 13

x

x

ψ ω

ψ ω

+ +
≥

+ +
    (Αριθµητικός µέσος  Αρµονικού µέσου) ≥

     Έχουµε και τις γνωστές σχέσεις: 

      1 1 1 1 1 1 1

α β γ α β γυ υ υ ρ ρ ρ
+ + = + + =

ρ
 έτσι 9 91 1 1α β γ

α β γ

υ υ υ

υ υ υ

+ + ≥ =
+ +

ρ  

    και 9 91 1 1α β γ

α β γ

ρ ρ ρ

υ υ υ

+ + ≥ =
+ +

ρ  

Άσκηση 7.  

(i) ( )( ) 2 ( )( )
2 2 2

α τ β τ γ αηµ τ β τ γ α
βγβγ βγ

Α − −
≤ ⇔ ≤ ⇔ − − ≤ ⇔  

      2 2)( ) 4( )( )
2 2

4( α γ β α β γτ β τ γ α α+ − + −
− − ≤ ⇔ ≤ ⇔

0

 

        αληθές. 2 2 2 2( ) ( )α β γ α β γ− − ≤ ⇔ − − ≤
 
      (ii) Από την απόδειξη της (i) έχουµε κυκλικά: 

       

2 2

2 2

2 2

αηµ
βγ
βηµ
αγ
γηµ
αβ

⎫Α
≤ ⎪

⎪
⎪Β ⎪≤ ⇒⎬
⎪
⎪Γ ⎪≤
⎪⎭

 
2 2 22 2 2 8

αβγηµ ηµ ηµ
α β γ

Α Β Γ
⋅ ⋅ ≤    

1
2 2 2

ηµ ηµ ηµΑ Β Γ
⇒ ⋅ ⋅ ≤

8
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(iii) Γνωρίζουµε ότι ρ=4R
2 2 2

ηµ ηµ ηµΑ Β Γ
⋅ ⋅

14
8

Rρ⇒ ≤ ⋅  2
2
R Rρ ρ⇒ ≤ ⇒ ≥  

 

(iv) 1 3συνΑ+συνΒ+συνΓ=1+4 1 4
2 2 2 8

ηµ ηµ ηµ
2

Α Β Γ
⋅ ⋅ ≤ + ⋅ =  

(v) Αν το τρίγωνο ΑΒΓ είναι οξυγώνιο τότε:   
       ( Γεωµετρικός Μέσος ≤  Αριθµητικού Μέσου) 

3

3
12

3 3
συν συν συνσυν συν συν Α + Β + Γ

Α ⋅ Β ⋅ Γ ≤ ≤ =
2

 

1
8

συν συν συν⇒ Α ⋅ Β ⋅ Γ ≤  

Αν το τρίγωνο είναι ορθογώνιο ή αµβλυγώνιο τότε το συνηµίτονο της ορθής γωνί-
ας στο ορθογώνιο τρίγωνο θα είναι ίσο µε 0 το δε συνηµίτονο της αµβλείας γωνίας 
στο αµβλυγώνιο τρίγωνο θα είναι αρνητικό. 

Άρα 10 .
8

συν συν συνΑ ⋅ Β ⋅ Γ ≤ <    

(vi) Α’ τρόπος: 
                    Για γωνίες 1 20 , ,...,x x xν π< <  ισχύει η ανισότητα του Cauchy 

              1 2
1 2

...
...

x x x
x x x ν

νηµ ηµ ηµ ν ηµ
ν

+ +
+ + + ≤ ⋅  

              3 33 3
3 3

πηµ ηµ ηµ ηµ ηµΑ + Β + Γ
⇒ Α + Β + Γ ≤ = =

2
 

              3 3 .
2

ηµ ηµ ηµ⇒ Α + Β + Γ ≤  

 
              Β’ τρόπος: 

              Έχουµε 2 2 2 1 2 1 2 1 2
2 2 2

συν συν συνηµ ηµ ηµ − Α − Β −
Α + Β + Γ = + +

Γ  

              3 1 ( 2 2 2 )
2 2

συν συν συνΑ + Β + Γ= −
3 1 ( 1 4 )
2 2

συν συν συν= − − − Α ⋅ Β ⋅ Γ = 

              1 92 2 2 2
8 4

συν συν συν+ Α ⋅ Β ⋅ Γ ≤ + ⋅ =  

             Αλλά 2 2 2 2 27( ) 3(
4

ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµΑ + Β + Γ ≤ Α + Β + Γ ≤)  

             Άρα 3 3
2

ηµ ηµ ηµΑ + Β + Γ ≤ . 

Άσκηση 8.  
2 2 2α β γ αβ βγ αγ+ + ≥ + + ⇔ 2 2 22 2 2 2 2 2α β γ αβ βγ αγ 0+ + − − − ≥        

 αληθές. 2 2 2( ) ( ) ( )α β β γ γ α⇔ − + − + − ≥ 0

4αβ βγ αγ+ + ≥ Ε 3  ⇒  4 3
4R
αβγαβ βγ αγ+ + ≥ ⋅  
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1 1 1 3
Rα β γ

⇔ + + ≥
1 1 1

2 2 2
3

R R Rηµ ηµ ηµ
⇔ + + ≥

Α Β Γ R
 

1 1 1 2 3
ηµ ηµ ηµ

⇔ + + ≥
Α Β Γ

 

Αλλά Αριθµητικός Μέσος  Αρµονικού Μέσου ≥

Έτσι 3
1 1 13

ηµ ηµ ηµ

ηµ ηµ ηµ

Α + Β + Γ
≥

+ +
Α Β Γ

 

1 1 1( ) (ηµ ηµ ηµ
ηµ ηµ ηµ

⇒ Α + Β + Γ ⋅ + + ≥
Α Β Γ

) 9  

1 1 1 9 9 2 3
3 3

2
ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ ηµ

⇒ + + ≥ ≥ =
Α Β Γ Α + Β + Γ

 

4 3αβ βγ αγ⇒ + + ≥ Ε  
 
Άσκηση 9.  

Συµβολίζουµε ΑΜ=x, ΒΜ=ψ, ΓΜ=z, 
, ,θ φ σΒΜΓ = ΑΜΓ = ΑΜΒ =  

Θα αποδείξουµε πρώτα ότι: 
3 (1)
2

συνθ συνφ συνσ+ + ≥  

2 32 2 1 0
2 2 2 2

θ φ θ φ σσυν συν συν+ −
⇔ ⋅ + − + ≥  

2 12 2
2 2 2 2

0σ θ φ σσυν συν συν−
⇔ − ⋅ + + ≥  

24 4
2 2 2

1 0σ θ φ σσυν συν συν−
⇔ − ⋅ + + ≥  

Α

Β Γ

Μ

2 24 4 2
2 2 2 2 2

2 0σ σ θ φ θ φ θ φσυν συν συν συν ηµ− − −
⇔ − ⋅ ⋅ + + ≥  

2 2(2 ) 0
2 2 2
σ θ φ θ φσυν συν ηµ− −

⇔ − + ≥    αληθές. 

Από το νόµο των συνηµιτόνων, στα τρίγωνα ΜΒΓ, ΜΓΑ και ΜΑΒ, έχουµε: 
2 2 2 2 2 1 ,
2 2

z
z

ψσυνθ
ψ

ΒΜ + ΓΜ − ΒΓ + −
= =

⋅ΜΒ ⋅ΜΓ
 

2 2 2 21 1,
2 2

x z x
xz x

ψσυνφ συνσ
ψ

+ − + −
= =  

Αντικαθιστούµε τα συνηµίτονα στη σχέση (1) και βρίσκουµε: 

 
2 2 2 2 2 21 1 1

2 2 2
z x z x
z xz x

ψ ψ
ψ ψ
+ − + − + −

+ +
3
2

≥ −

0
0

 

2 2 2 2 2 2( 1) ( 1) ( 1) 3x z x z z x x zψ ψ ψ ψ⇔ + − + + − + + − + ≥  
2 2 2 2 2 2 3 ( )x xz x z zx z x z x zψ ψ ψ ψ ψ ψ⇔ + + + + + + − + + ≥  
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( ) ( ) ( )x z x xz z x z 0ψ ψ ψ ψ⇔ + + ⋅ + + − + + ≥  
( ) ( 1)x z x xz z 0ψ ψ ψ⇔ + + ⋅ + + − ≥  

1 1x xz zψ ψ⇔ + + ≥ ⇒ ΜΑ ⋅ΜΒ + ΜΑ ⋅ΜΓ + ΜΒ ⋅ΜΓ ≥  
 
Άσκηση 10.   

(Κ,1) R=1 

Κ

Β

Α

∆

Γ

, ,

,

x

z u

ψΒΑΓ = Β∆Γ = ΓΒ∆ = ΓΑ∆ =

∆ΒΑ = ∆ΓΑ = ΑΓΒ = Α∆Β =
 

Στα τρίγωνα ΑΒΓ, Α∆Γ, ΑΒ∆ και ΓΒ∆ έχουµε: 
      ΑΒ+ΒΓ>ΑΓ 
      Α∆+∆Γ>ΑΓ 
      ΑΒ+Α∆>Β∆    + 
      ΒΓ+∆Γ>Β∆ 
2(ΑΒ+ΒΓ+Γ∆+∆Α)>2(ΑΓ+Β∆) 

⇒  ΑΒ+ΒΓ+Γ∆+∆Α-ΑΓ-Α∆>0 

Για το δεύτερο σκέλος της ανισότητας εργαζόµαστε 
ως εξής: 
Εφαρµόζουµε το νόµο των ηµιτόνων στα τρίγωνα ΑΒ∆, ΑΒΓ, ΑΓ∆, ΑΓΒ, µε R=1 και 
έχουµε ΑΒ=2ηµu, ΒΓ=2ηµx, Γ∆=2ηµψ, ∆Α=2ηµz, ΑΓ=2ηµ(ψ+z) και Β∆=2ηµ(x+ψ). 
Έτσι η προς απόδειξη ανισότητα γράφεται:  
2(ηµx+ηµψ+ηµz+ηµu-ηµ(x+ψ)-ηµ(ψ+z))<2 

ή ηµx+ηµψ+ηµz+ηµu-ηµ(x+ψ)-ηµ(ψ+z)<1 

Είναι όµως ηµu=ηµ(π-u)=ηµ(x+ψ+z) και ηµ(x+z)<1 

Είναι λοιπόν αρκετό να αποδείξουµε ότι: 

ηµx+ηµψ+ηµz+ ηµ(x+ψ+z)<ηµ(x+ψ)+ ηµ(ψ+z)+ ηµ(x+z) 

22 2
2 2 2 2

22 2
2 2 2 2

x x x z x

x x x z x 0

ψ ψ ψηµ συν ηµ συν

ψ ψ ψ ψηµ συν ηµ συν

+ − + + +
⇔ ⋅ + ⋅

+ + + + −
⋅ − ⋅

ψ
−

<

2( ) (
2 2 2 2

x x x z x ) 0ψ ψ ψ ψσυν συν ηµ ηµ− + + + +
⇔ − ⋅ − >  

22 0
2 2 2 2
x x z zψ ψηµ ηµ συν ηµ+ +

⇔ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ >  

0
2 2 2 2
x u zψηµ ηµ ηµ ηµ⇔ ⋅ ⋅ ⋅ >   (προφανές: όλοι οι παράγοντες θετικοί).  
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΕΝΙΑΙΩΝ  ΛΥΚΕΙΩΝ  

ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΕΤΟΥΣ 2002-2003 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗΣ                                       

ΧΡΟΝΟΣ :   2 ώρες και 30 λεπτά                                                              ΙΟΥΝΙΟΣ 2003 
 

ΜΕΡΟΣ Α΄. Από τις 15 ερωτήσεις να απαντήσετε µόνο στις 12.  Κάθε ερώτηση βαθµο-
λογείται µε 5 µονάδες. 

1.   Να βρείτε το ολοκλήρωµα 
1

3

0

4x dx∫ .  

2. Να βρείτε το κέντρο και την ακτίνα του κύκλου χ² + y2 - 4χ + 2y + 1 = 0.  

3. Να βρείτε µε πόσους τρόπους µπορώ να επιλέξω τρία διαφορετικά γράµµατα από τη 
λέξη ΟΛΥΜΠΙΑ και να τα βάλω σε σειρά.  

4. Να βρείτε τις συντεταγµένες του σηµείου καµπής της συνάρτησης y = χ3 - 3χ2 + 6. 

5. Για τα ενδεχόµενα Α και Β ενός δειγµατικού χώρου δίνονται οι πιθανότητες 

Ρ(Β)= 2
3

, Ρ(Α')= 2
3

 και Ρ(Α∩Β) = 1
6

.  

Να βρείτε τις πιθανότητες:  (α) Ρ(Α)  (β) Ρ(Α∪Β) 

6. Να βρείτε την παράγωγο dy
dx

της συνάρτησης  ψ=τοξεφ(χ² +1). 

7. Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης µε παραµετρικές εξισώσεις 

χ=ηµ2t και  ψ = συν3t  στο σηµείο για το οποίο t =
6
π .  

8. Ένα Γυµνάσιο έχει τµήµατα µε διαφορετικούς αριθµούς µαθητών, όπως φαίνεται 
στον πίνακα: 

χ (αριθµός µαθητών) 25 26 27 28 29 30 

f (αριθµός τµηµάτων που έχουν 
αυτό τον αριθµό µαθητών) 8 2 3 4 6 1 

Να βρείτε τον αριθµητικό µέσο και την τυπική απόκλιση της κατανοµής δίνοντας 
την απάντηση µε ακρίβεια τριών δεκαδικών ψηφίων. 

9. Να βρείτε τον όγκο του στερεού που παράγεται από την πλήρη περιστροφή γύρω 
από τον άξονα Oy του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη y=lnx, τον άξονα 
Oy και τις ευθείες y=1 και y=2. 
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10. Να βρείτε το ολοκλήρωµα 2 3xI x e dx= ∫  

11. ∆ίνεται η καµπύλη και σηµείο Ρ πάνω σ'αυτή µε τετµηµένη α, όπου α>0. Έ-xy e−=
στω Α η προβολή του Ρ πάνω στον άξονα Οχ και Β η προβολή του σηµείου Ρ πάνω 
στον άξονα Oy. Να βρείτε την τιµή του α για την οποία το εµβαδόν Ε του ορθογωνίου 
ΟΑΡΒ γίνεται ακρότατο και να προσδιορίσετε το είδος του ακρότατου. 

12. ∆ίνεται η έλλειψη 
2

2 1
2
x y+ =  και το σηµείο της Ρ(1,  2

2
). (α) Να βρείτε τις συντε-

ταγµένες της εστίας Ε που βρίσκεται στο θετικό ηµιάξονα. (β) Να βρείτε την εξίσωση 
της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο Ρ. (γ) Αν Α είναι το σηµείο στο οποίο η 
εφαπτοµένη στο Ρ συναντά τον άξονα των χ, να βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου 
ΑΕΡ. 

13. ∆ίνεται η ορίζουσα f(x) = 

2

2

2

1

1
1 1

x x

x x x
x x x
συν
ηµ

+ +
+ +

3 .  Να δείξετε ότι - 2 < f(χ) < 2 για 

κάθε .  x∈

14. Αν f(x)= 
( )

1
1x x +
και f΄(x)  είναι η παραγωγός της.  (α) Να βρείτε τα αθροίσµατα 

( )
1

f
ν

κ

κ
=
∑  και  . (β) Να αποδείξετε ότι οι σειρές ( )

1
'f

ν

κ

κ
=
∑ ( )

1
f

κ

κ
∞

=
∑  και  συ-( )

1
'f

κ

κ
∞

=
∑

γκλίνουν και ότι   +  ( )
1

f
κ

κ
∞

=
∑ ( )

1
'f

κ

κ
∞

=
∑  = 0.   

15. Να δώσετε τον ορισµό της παραβολής και να δείξετε ότι, µε βάση τον ορισµό αυτό, 
η καρτεσιανή εξίσωση της παραβολής µε εστία Ε(α,0) και διευθετούσα χ =-α είναι η 
ψ2=4αχ. 

ΜΕΡΟΣ Β'    Να απαντήσετε σε 4 µόνο από τις 6 ερωτήσεις. Κάθε ορθή απάντηση βαθ-
µολογείται µε 10 µονάδες. 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση f(x) =
2

1
x

x −
. (α) Να βρείτε το πεδίον ορισµού, τα σηµεία τοµής 

µε τους άξονες των συντεταγµένων, τα διαστήµατα στα οποία η συνάρτηση είναι αύ-
ξουσα και τα διαστήµατα στα οποία είναι φθίνουσα, τα ακρότατα και τις ασύµπτω-
τες της συνάρτησης. (β) Να κάµετε τη γραφική παράσταση της y=f(x). (γ) Στους ί-
διους άξονες να κάµετε τη γραφική παράσταση της συνάρτησης y=|f(x)|. 

2. (α) Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό χ = 4ηµθ, ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, 

να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα 
2 3

2

2

16 x dx−∫ . (β) ∆ίνονται ο κύκλος χ2 + y2 = 16 και η 
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υπερβολή xy = 4 3 . Να βρείτε τα σηµεία τοµής τους και να σχεδιάσετε τις δύο καµπύ-
λες σε κοινό σύστηµα αξόνων. Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται µετα-
ξύ των δύο καµπύλων και βρίσκεται στο τεταρτηµόριο που αντιστοιχεί στους δύο θετι-
κούς ηµιάξονες. 

3.  (α) Να αποδείξετε ότι ( )(2

1

1 1 2 1
6

ν

κ

κ ν ν ν
=

= + +∑ ) .  

 (β) Να  βρείτε  το  20

1lim
x

x
x
συνκ

→

− ,    κ>1. 

(γ) Να βρείτε το 
10

20 1

1lim
x

x
xκ

συνκ
→

=

−∑  

4. Σε ένα εργοστάσιο υπάρχουν τρεις µηχανές που παράγουν ηλεκτρικούς λαµπτήρες. 
Το 50% της παραγωγής προέρχεται από τη µηχανή Α, το 30% από τη µηχανή Β και 
το 20% από τη µηχανή Γ. Το 10% των λαµπτήρων που παράγονται από την µηχανή 
Α είναι ελαττωµατικό, όπως είναι και το 20% από τη µηχανή Β και το 5% από τη 
µηχανή Γ. (α) Αν πάρω ένα λαµπτήρα στην τύχη από την παραγωγή του εργοστα-
σίου, ποια η πιθανότητα να είναι ελαττωµατικός; (β) Αν ένας λαµπτήρας που επιλέ-
γηκε τυχαία είναι ελαττωµατικός ποια η πιθανότητα να προέρχεται από τη µηχανή 
Α; 

5. ∆ίνονται οι πίνακες  και  
1 0
1 2

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 0
0 1

I
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

(α) Να αποδείξετε ότι Α2 = 3Α – 2·Ι 

(β) Χρησιµοποιώντας το (α), ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να αποδείξετε ότι: 
Α3=7Α – 6·Ι. 

(γ) Να αποδείξετε ότι ( ) 12 13 1
2 2

A A
− −= − I . 

(Α-1 είναι ο αντίστροφος του Α και Ι είναι ο µοναδιαίος πίνακας 2X2). 

6. Η κάθετος της έλλειψης 
2 2

2 2 1x y
a β

+ = , α>β, στο σηµείο Ρ(ασυνθ, βηµθ) τέµνει τον 

άξονα των χ στο Α. Η κάθετος στον άξονα των χ από το Α συναντά την ΟΡ στο Β.      
(α) Να δείξετε ότι η εξίσωση της κάθετης της έλλειψης στο Ρ είναι η 

( )2 2x y aα ηµθ β συνθ β ηµθ συνθ− = − .  

(β) Να βρείτε το Γ.Τ. του σηµείου Β. 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ 

1.   
1

13 4 4 4

0
0

4 1x dx x= = − =∫ 0 1.  

2.   χ² + y2 - 4χ + 2y + 1 = 0 ⇒ g=-2,  f=1,  c=1,  K(-g,-f)  ⇒  K(2,-1) , 
2 2R g f c= + −   ⇒ ( )2 22 1R = − + −1  ⇒ R=2 

3.   
( )

7
3

7! 7! 210
7 3 ! 4!

∆ = = =
−

 

 

4. y = χ3 - 3χ2 + 6 ⇒ ( )2 23 3 2 3 6 3 2dy x x x x x x
dx

= − ⋅ = − = −  

( )
2

2 6 6 6 1d y x x
dx

= − = − ,  
2

2 0d y
dx

=  ⇒ ( )6 1x 0− = ⇒ 1x =  

χ −∞ 1  +∞

2

2

d y
dx

 - 0 + 
 

 

χ=1 ⇒ ψ= 1³-3·1²+6  ⇒   Σηµείο καµπής (1,4)

5. (α)    Ρ(Α')= 2
3

 ⇒  1-Ρ(Α) = 2
3

 ⇒  Ρ(Α) = 1- 2
3

 ⇒ Ρ(Α) = 1
3

 

 (β)  Ρ(Α∪Β) = Ρ(Α) + Ρ(Β) – Ρ(Α∩Β) ⇒ Ρ(Α∪Β) = 1
3

+ 2
3

 – 1
6

 ⇒  

  Ρ(Α∪Β) = 5
6

 

6. 
( )
( )

2

22

1 '

1 1

xdy
dx x

+
= ⇒

+ +
2 4

2
2 2

dy x
dx x x

=
+ +

 

7. χ = ηµ2t ⇒ 2 2dx t
dt

συν= , ψ = συν3t  ⇒ 3 3dy t
dt

ηµ= −   

dy dy dt
dx dt dx

= ⋅  ⇒  ( ) 13 3
2 2

dy t
dx t

ηµ
συν

= − ⋅ ⇒ 
3 3

2 2
dy t
dx t

ηµ
συν

= −  

6

3 3 3 3 16 2 3
12 2 2 2

6 3 2
t

dy
dxεφ

π

π πηµ ηµ
λ

π πσυν συν=

⋅
= = − = − = − =

⋅
− ⇒ 3εφλ = −  
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t =
6
π  ⇒ 

3χ=ηµ 2
6 3

ψ=συν 3 0
6 2

π πηµ

π πσυν

⎧ ⎛ ⎞⋅ = =⎪ ⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠
⎨

⎛ ⎞⎪ ⋅ = =⎜ ⎟⎪ ⎝ ⎠⎩

2
⇒  3 ,0

2
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )1 1ψ ψ λ χ χ− = −  ⇒  30 3
2

ψ χ
⎛ ⎞

− = − −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

⇒ 3 33
2

ψ χ= − +  ⇒ 

6 2 3 3χ ψ+ − = 0  

8.  

χ (αριθµός µαθητών) 25 26 27 28 29 30 

f (αριθµός τµηµάτων που έχουν 
αυτό τον αριθµό µαθητών) 8 2 3 4 6 1 

 

xi fi xi· fi ( )2
iχ χ−  fi· ( )2

iχ χ−  

25 8 25·8=200 ( )227 25 4− =  8·4=32 

26 3 78 ( )227 26 1− =  3 

27 3 81 ( )227 27 0− = 0 

28 4 112 ( )227 28 1− =  4 

29 6 174 ( )227 29 4− = 24 

30 1 30 ( )227 30 9− =  9 

 Σ fi = 25 Σ xi· fi =  675  Σ fi· ( )2
iχ χ− = 72 

i i

i

f x
x

f
= ∑
∑

 ⇒ 675
25

x =  ⇒ 27x =  
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( )2
i2 f i

i

x x
f

σ
−

= ∑
∑

 ⇒  2 72
25

σ =  ⇒  ⇒ 2 2,88σ = 2,88σ =  ⇒ 1, 697σ =  

9.  

5

4

3

2

1

-1

-2

-3

-4

-2 2 4 6 8 10 12

h x( )  = 2

g x( )  = 1

f x( )  = ln x( )

 

ln yy x x e= ⇒ =  

2 2

1
V xπ= ∫ dy  ⇒ ( )2 2

1

yV eπ= ∫ dy dy ⇒   ⇒  
2 2

1

yV eπ= ∫ 2 2
1

1 |
2

yV eπ=  ⇒  

( )4 2

2
V e eπ
= −  ⇒ ( )

2
2 1

2
eV eπ

= −  

10. 2 3xI x e dx= ∫  ⇒  2 31
3

xI x d e⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ⇒  ( )2 3 3 21 1

3 3
x xI x e e d x= − ∫ ⇒  

2 3 31 2
3 3

x xI x e xe dx= − ∫   ⇒ 2 3 31 2 1
3 3 3

x xI x e xd e⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ⇒ 

2 3 31 2 1
3 3 3

x xI x e xd e⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ⇒  2 3 3 31 2 1 1

3 3 3 3
x x xI x e x e e dx

⎡ ⎤
= − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫  

⇒ 2 3 3 31 2 2
3 9 3

x x xI x e xe e dx= − + ∫  ⇒  2 3 3 31 2 2 1
3 9 9 3

x x xI x e xe e c= − + ⋅ +  ⇒  

2 3 3 31 2 2
3 9 27

x x xI x e xe e c= − + +  
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-1 1 2α

1,5

1

0,5

-0,5

-1

f x( ) = e-x

A

B

O

P

11.  E e αα −= ⋅  ⇒   

( )1

0

adE e a
d
dE
d

α

α

− ⎫= − ⎪⎪⇒⎬
⎪=
⎪⎭

1a =  ,   0a >

α 0 1  +∞ 
dE
da

 + 0 -  

Ε     Για α = 1 έχουµε µέγιστο εµβαδόν 

12. (α)  
2

2 1
2
x y+ =  ⇒ α² = 2,  β² =1  ⇒  γ² = α² - β²  ⇒ γ² = 2 – 1 ⇒  γ² = 1 ⇒ γ = 1 

 Ε(γ,0)  ⇒ Ε(1,0) 

      (β)  2 2 0
2 2
x dy dy xy

dx dx y
+ ⋅ = ⇒ = −  ⇒  1

2
2

1 1
22 22

2

x

y

dy
dxεφλ =

=

= = − = − = −
⋅

2 . 

( )1 1ψ ψ λ χ χ− = −  ⇒ (2 2 1
2 2

)ψ χ− = − −  ⇒  2 2 2ψ χ− = − − 2  ⇒  

2 2 2 2χ ψ+ − = 0  ⇒  2 2 2 4χ ψ 0+ − =  ⇒  2 2χ ψ 0+ − =  

2,5

2

1,5

1

0,5

-0,5

-1

-1,5

-2

-3 -2 -1 1 2 3A(2,0)E(1,0)

 

 (γ) ( )(1
2AEPE AE= )PE  ⇒  ( )1 21

2 2AEPE
⎛ ⎞

= ⎜⎜
⎝ ⎠

⎟⎟  ⇒ 
2

4AEPE =  
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13. f(x) = 

2

2

2

1

1 3
1 1

x x

x x x
x x x
συν
ηµ

+ +
+ +

= 

21

0 3
0 1

x x

x
x

συν
ηµ

 = 3
1

x
x

συν
ηµ

= 3xσυν ηµχ−  

( ) 3f x xσυν ηµχ= −  ⇒  ( ) 060f x xσυν εφ ηµχ= −  

⇒ ( ) 60
60

f x x ηµσυν ηµχ
συν

°
= −

°
 ⇒ ( ) 60 60

60
xf x συν συν ηµ ηµχ

συν
° − °

=
°

 ⇒ 

( ) ( )60
1
2

x
f x

συν + °
=  ⇒ ( ) ( )2 6f x xσυν 0= + °  

Ισχύει ( )1 60 1xσυν− ≤ + ° ≤  ⇒  ( )2 2 60 2xσυν− ≤ + ° ≤  ⇒  

( )2 2f x− ≤ ≤  ,   x∀ ∈

14.  (α)  f(x)= 
( )

1
1x x +

 =
( )

( )
1

1 1
χ χ

χ χ χ χ
Α + + ΒΑ Β

+ =
+ +

 ⇒   

1 ≡ Α(1+χ) + Βχ  ,    χ=0 ⇒ Α=1  ,     χ=-1  ⇒ 1=Β(-1) ⇒  Β= -1.  Άρα  

f(x) =
( )

1
1x x +

= 1 1
1x x

−
+

  ⇒ ( )
( )2 2

1 1'
1

f x
x x

= − +
+

  ή  ( )
( )22

2 1'
1
xf x

x x
+

= −
+

 

( )
1 1 1

1 1
aκ κ κ κ

= = −
+ +κ

 

( )
1

f
ν

κ

κ
=
∑ =

( )1

1
1

ν

κ κ κ= +∑ == 
1

1 1
1

ν

κ κ κ=

⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎝ ⎠
∑  

= 1 1
1 2
−

1
2

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
3

−
1
3

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
4

− .
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

.. 1
1ν

+
−

1
ν

−
1
ν

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

1
1ν

⎛ ⎞
−⎜ ⎟+⎝ ⎠

 = 
11

1 ν
−

+
 

( )
1

'f
ν

κ

κ
=
∑ =

( )22
1

2 1
1

ν

κ

κ
κ κ=

+

+
∑ =

( )2 2
1

1 1
1

ν

κ κ κ=

⎛ ⎞
⎜ ⎟− +
⎜ ⎟+⎝ ⎠

∑ =  

2 2

1 1
1 2

− + 2

1
2

⎛ ⎞
+ −⎜ ⎟

⎝ ⎠
2

1
3

+
⎛ ⎞

+⎜ ⎟
⎝ ⎠

...
( )2

1
1ν

+ −
−

2

1
ν

+ 2

1
ν

⎛ ⎞
⎜ ⎟ + −
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1
1 ν

⎛ ⎞
+⎜ ⎟+⎝ ⎠

= 

( )2

11
1 ν

− +
+
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(β)   = ( )
1

f
κ

κ
∞

=
∑ 1lim 1 1

1ν ν→∞

⎛ ⎞−⎜ ⎟+⎝ ⎠
= ,        ( )

1
'f

κ

κ
∞

=
∑ =

( )2

1lim 1 1
1ν ν→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟− + =
⎜ ⎟+⎝ ⎠

−  

( )
1

f
κ

κ
∞

=
∑  +   = 1 + (-1) = 0  ( )

1
'f

κ

κ
∞

=
∑

15. Ορισµός: Παραβολή είναι ο Γεωµετρικός τόπος σηµείου του επιπέδου το οποίο κινεί-
ται  έτσι ώστε οι αποστάσεις του από σταθερό σηµείο Ε και σταθερή ευθεία δ του επι-
πέδου να είναι ίσες. Το σηµείο Ε(α,0) ονοµάζει εστία και η ευθεία δ: χ- α = 0 ονοµάζε-
ται διευθετούσα.  

Έστω Τ(χ,ψ) τυχαίο σηµείο της παραβολής τότε ΤΕ = ( ) ( )2 20χ α ψ− + −  και η 

απόσταση του Τ από την ευθεία δ: χ – α =0  είναι  T x a∆ = + .  Άρα   

( )2 2χ α ψ− + = x a+   ⇒ ( ) ( )2 22 x aχ α ψ− + = +  ⇒ 
2x 22ax a− + 2 2y x+ = 22ax a+ +  ⇒  2 4y a= x  

ΜΕΡΟΣ Β'    

1.  Πεδίο ορισµού:  { }1−  

Τοµή µε άξονα: χχ΄  ⇒  ψ=0 ⇒ χ=0    (0,0) 

Τοµή µε άξονα: ψψ΄  ⇒  χ=0 ⇒ ψ=0    (0,0) 

( ) ( )
( )

2

2

2 1
'

1

x x x
f x

x

− −
=

−
  ⇒ ( ) ( )

( )2

2
'

1

x x
f x

x

−
=

−
,  ( )'f x 0=     ⇒  χ = 0 ,  χ = 2 

χ −∞ 0  1  2  +∞ 
dy
dx

 + 0 –  – 0 +  

y  max 
(0,0) 

   min 
(2,4) 

  

Για χ=0 ⇒ ψ=0 ⇒ (0,0) Τοπικό µέγιστο.  Για χ=2 ⇒ ψ=4 ⇒ (2,4) Τοπικό ελάχιστο. 

Κατακόρυφες ασύµπτωτες:  

2 2

1

1 1lim
1 1 1 0x

x
x+ +→

= = = +
− −

∞ ,   
2 2

1

1 1lim
1 1 1 0x

x
x− −→

= = = −∞
− −

  ⇒  

χ=1 κατακ. ασύµπτωτος.  

  Οριζόντιες ασύµπτωτες:  
2

lim
1x

x
x→±∞

= ±∞
−

. Άρα δεν υπάρχουν  οριζόντιες ασύµπτωτες.  

Πλάγια ασύµπτωτη:   f(x) =
2

1
x

x −
=χ+1+ 1

1x −
  ⇒   πλάγια ασύµπτωτη  ψ = χ + 1 
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6

4

2

-2

-4

-6

-10 -5 5 10

y=f(x)

g x( )  = 
x2

x-1

f x( )  = 
x2

x-1

 

2. (α)  χ = 4ηµθ ⇒ dx = 4 συνθ dθ.    Για χ=2 ⇒ 4 ηµθ =2 ⇒ ηµθ = ½ ⇒ θ = 
6
π , 

     Για χ= 2 3  ⇒ 4 ηµθ = 2 3  ⇒ ηµθ = 3
2

 ⇒ θ = 
3
π  

Άρα 
2 3

2

2

16 x dx−∫  = 
3

2

6

16 16 4 d

π

π

ηµ θ συνθ θ− ⋅∫ =
3

2

6

16 1 d

π

π

ηµ θ συνθ θ− ⋅∫  = 

3
2

6

16 d

π

π

συν θ θ∫  = 
3

6

1 216
2

d

π

π

συν θ θ+
∫  = ( )

3

6

8 1 2 d

π

π

συν θ θ+∫  = 
3

6

18 2
2

π

π
θ ηµ θ⎛ ⎞+⎜ ⎟
⎝ ⎠

= 

1 18 2 8 2
3 2 3 6 2 6
π π πηµ ηµ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

π =  1 3 1 38 8
3 2 2 6 2 2
π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞
+ − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 = 

8 2 3
3
π
+ 8 2

6
3π

− −  = 8 4
3 3
π π
− = 4

3
π  
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(β)   

-5 5

6

4

2

-2

-4

-2

2

2-4 4

χ²+ψ²=16

 

4 3y
x

=  ⇒  2
2

48y
x

= .  χ2 + y2 = 16 ⇒ 2
2

48 16x
x

+ =  ⇒ 4 216 48 0x x− + =          

Θέτω χ²=ω  ⇒  ⇒ 2 16 48 0ω ω− + = 1,2
16 64

2
ω ±

= =16 8
2
± = 1

2

12
4

ω
ω
=
=

 ⇒ 

1,2 2χ = ± ,  3,4 2 3χ = ±    

Άρα τα σηµεία τοµής: ( )2,2 3 , ( )2, 2 3− − , ( )2 3,2 , ( )2 3, 2− −  

2 3
2

2

4 316E x dx
x

⎛ ⎞
= − −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ = ( )

2 3 2 3
2

2 2

4 316 x dx dx
x

− −∫ ∫  = 
2 3

2

4 14 3
3

dx
x

π
− ∫  = 

2 3

2

4 4 3 ln
3

xπ
− = ( )4 4 3 ln 2 3 ln 2

3
π
− − = 4 24 3 ln

3
π
−

3
2

= 4 2 3 ln3
3
π
− .  

Άρα 
4 2 3 ln3
3

E π
= −  
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3. (α)  ( )(2

1

1 1 2 1
6

ν

κ

κ ν ν ν
=

= + +∑ ) .  Ισχύει:  (κ+1)³=κ³+3κ²+3κ+1 

Γιά =1 2³ κ ⇒ = 1³ + 3·1² + 3·1 + 1

Γιάκ=2 3³ ⇒ = 2³ + 3·2² + 3·2 + 1

Γιά =3 4³κ ⇒  = 3³  + 3·3² + 3·3 + 1

Γιά =ν-1 ³ κ ν

+

⇒ ( )= ν-1 ³ ( ) ( )
( )

+ 3· ν-1 ² + 3· ν-1  + 1

Γιά =ν 1 ³ = ν³κ ν⇒ +  + 3·ν² + 3·ν + 1

 

(ν+1)³ = 1+3(1² + 2² + ... + ν²) + 3(1 + 2 + 3 + ... + ν) ⇒  

(ν+1)³ = 1 + 3·  + 3·
1

²
ν

κ

κ
=
∑ ( )1

2
ν ν +

 + ν  ⇒  3·
1

²
ν

κ

κ
=
∑  = (ν+1)³ - 3· ( )1

2
ν ν +

 - ν  -1 ⇒  

3·  = (ν + 1) 
1

²
ν

κ

κ
=
∑ ( )2 31 1

2
νν⎡ ⎤+ − −⎢ ⎥⎣ ⎦

⇒ ( )2

1

2 ² 4 2 3 23 1
2

ν

κ

ν ν νκ ν
=

+ + − −⎡ ⎤⋅ = + ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  ⇒ 

( )2

1

2 ²3 1
2

ν

κ

ν νκ ν
=

+⎡ ⎤⋅ = + ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑  ⇒ ( )( )2

1

1 2 1
3

2

ν

κ

ν ν ν
κ

=

+ +
⋅ =∑  ⇒ 

( )( )2

1

1 2 1
6

ν

κ

ν ν ν
κ

=

+ +
=∑  

(β)  L= 20

1lim
x

x
x
συνκ

→

−  = 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (απροσδιόριστη  µορφή)   Κανόνα  

L’Hospital  

L= ( )
( )20

1 '
lim

'x

x
x
συνκ

→

−
 = 

0
lim

2x

x
x

κηµκ
→

 = 0
0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (απρ .  µορφή)   Κανόνα  

L’Hospital  

L = ( )
( )0

'
lim

2 'x

x
x

κηµκ
→

= 
0

²lim
2x

xκ συνκ
→

 = ² 0
2

κ συν = ² 1
2

κ ⋅ = ²
2
κ .  Άρα  

2

2
L κ
=  

(γ)  
10

20 1

1lim
x

x
xκ

συνκ
→

=

−∑ =
10

201

1lim
x

x
xκ

συνκ
→

=

−∑ =
210

1 2κ

κ
=
∑ =

10
2

1

1
2 κ

κ
=
∑ = 

( )( )
10

1 2 11
2 6

ν

ν ν ν

=

+ +
⋅  = ( )( )10 10 1 2 10 11

2 6
+ ⋅ +

⋅  = 10 11 21
12
⋅ ⋅  = 385

2
.     

Άρα   
10

20 1

1 385lim
2x

x
xκ

συνκ
→

=

−
=∑  
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4. (α)  Θέτουµε τα ενδεχόµενα  

 Α: Ο λαµπτήρας προέρχεται από τη µηχανή Α.  ⇒ ( ) 5
10

P A =  

 Β: Ο λαµπτήρας προέρχεται από τη µηχανή Β.  ⇒ ( ) 3
10

P B =  

 Γ: Ο λαµπτήρας προέρχεται από τη µηχανή Γ.  ⇒ ( ) 2
10

P Γ =  

 Ε: Ο λαµπτήρας είναι ελαττωµατικός .  

 Άρα ( ) 1/
10

P E A = ,   ( ) 2/
10

P E B = ,  ( ) 1/
20

P E Γ =  

( ) ( ) ( ) ( )P E P E A E B E⎡ ⎤= ∩ ∪ ∩ ∪ ∩Γ⎣ ⎦  = ( ) ( ) (P E A P E B P E )∩ + ∩ + ∩Γ  = 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )/ / /P E A P A P E B P B P E P⋅ + ⋅ + Γ ⋅ Γ  = 1 5 2 3 1
10 10 10 10 20

⋅ + ⋅ + 10
2

⋅
10

 

= 12
100

.   Άρα ( ) 12
100

P E =  

 (β)  ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

1
/ 10/

P A E P E A P A
P A E

P E P E
∩ ⋅

= = =

5
10
⋅

12
100

= 5
12

.   Άρα ( ) 5/
12

P A E =  

5. (α)   2 1 0 1 0 1 0
1 2 1 2 3 4

A
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

1 0 1 0
3 2 3 2

1 2 0 1
A I

⎛ ⎞ ⎛
− = ⋅ − ⋅⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

−⎜ ⎟ ⎜
⎝ ⎠ ⎝

1 0
3 4

⎛ ⎞
⎟

⎝ ⎠
 =  = ⎜   ⇒   

3 0 2 0
3 6 0 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟
⎠

2 3 2A A I= −  

(β)  ( ) ( ) ( )3 2 23 2 3 2 3 3 2 2A A A A I A A I A A I I A= ⋅ = − ⋅ = − ⋅ = − − ⋅ ⋅ =  

9 6 2 7 6A I A A− − = − I  

(γ)  ( )2 1 2 1 2 1 23 1 3 1 3 1
2 2 2 2 2 2

A A I A A A I A A A A I− − −⎛ ⎞⋅ − = ⋅ − ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⎜ ⎟
⎝ ⎠

=  

( )1 23 1
2 2

A A A A−⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ( )3 1 3 2
2 2

A I A I= ⋅ ⋅ − ⋅ −
3 3
2 2

A A= ⋅ − ⋅ I+  = I  

∆ηλ. 2 13 1
2 2

A A I−⎛ ⎞⋅ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

I=  ⇒ ( ) 12 13 1
2 2

A A
− −= − I  
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ή    ⇒ ( )2 1 0
3 4

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

12
1 04 01
3 13 14

4 4
A

−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

      (1) 

1 0
1 2

A
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 ⇒ 1
1 02 01
1 11 12
2 2

A−
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,       

13 1
2 2

A I− − = 
1 0 1 03 1
1 1 0 12 2
2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ − ⎜ ⎟⎜ ⎟− ⎝ ⎠⎝ ⎠

= 

3 10 0
2 2
3 3 10
4 4 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎟⎜ ⎟ ⎜

− ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎜ ⎟ = 
1 0
3 1

4 4

⎛ ⎞
−

⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎜ ⎟

   (2) 

Από  ⇒ ( ) ( )1 2∧ ( ) 12 13 1
2 2

A A I
− −= −  

6.  

 
2 2

2 2 1x y
a β

+ =  ⇒ 2
2 2 0x y dy
a dxβ
+ ⋅ = ⇒ 

2

2
dy x
dx a y

β
= −  ⇒ εφ

αλ = −
2

2
συνθ β

α β ηµθ
⋅ ⋅
⋅ ⋅

 ⇒ 

εφ
β συνθλ
α ηµθ
⋅

= −
⋅

 ⇒ καθ
α ηµθλ
β συνθ
⋅

=
⋅

 ⇒ ( )1 1y y x xλ− = −  ⇒ 

( )y xαηµθβηµθ ασυνθ
βσυνθ

− = −  ⇒ 

2 2y xβσυνθ β ηµθσυνθ αηµθ α ηµθσυνθ− = −   ⇒ 

( )2 2x yαηµθ β συνθ α β ηµθσυνθ− = −  

(β)  Σηµείο Α:    0Ay =

( )2 20xαηµθ β συνθ α β ηµθ συνθ− ⋅ = −  ⇒ α ηµθ ( )2 2x α β ηµθ= − συνθ  ⇒ 
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( )2 2

A

a
x

β συνθ
α

−
=   ⇒  

( )2 2

,0
a

A
β συνθ
α

⎛ ⎞−
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Εξίσωση της ευθείας ΟΒ: 0 0
0 0

y
x

βηµθ
ασυνθ

− −
=

− −
⇒ y xβηµθ

ασυνθ
=  

( )2 2

y x

y
a

x

βηµθ
ασυνθ βηµθ

α συνθβ συνθ

α

⎫= ⎪
⎪⇒ =⎬

− ⎪= ⎪⎭

( )2 2a β συνθ− ( )2 2

2

a
y

β β ηµθ

α αΒ

−
⇒ =  ⇒  

( ) ( )2 2 2 2

2,
a aβ συνθ β β ηµθ

α α

⎛ ⎞− −
⎜ ⎟Β
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

( )

( )
( )

2 2

2 2

2 2 2

2 2 2

a axx
a a

a a yy
a a

β συνθ
συνθ

β

β β ηµθ
ηµθ

β β

−
= ⇒ =

−

−
= ⇒ =

−

⇒ 
( )

22 2

2 2 2 2
1ax a y

a aβ β β

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎜ ⎟+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 ⇒ 

( ) ( )
2 2 4 2

22 2 2 2 2
1a x a y

a aβ β β
+

− −
2 =  Γεωµετρικός τόπος σηµείου Β.  
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ΕΝΙΑΙΕΣ ΓΡΑΠΤΕΣ ΑΠΟΛΥΤΗΡΙΕΣ ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΕΝΙΑΙΩΝ  ΛΥΚΕΙΩΝ 

ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΕΤΟΥΣ 2002-2003 

ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ ΚΟΙΝΟΥ ΚΟΡΜΟΥ                                       

ΧΡΟΝΟΣ :   2 ώρες και 30 λεπτά                                                        ΙΟΥΝΙΟΣ 2003 

ΜΕΡΟΣ Α΄.  Από τις 15 ερωτήσεις να απαντήσετε µόνο στις 12.  Κάθε ερώτηση βαθµο-
λογείται µε 5 µονάδες. 

1. Η µέση τιµή επτά αριθµών είναι 9. Από αυτούς οι πέντε είναι: 4, 6, 3, 4, 2.  Να  
βρείτε τους άλλους δύο αριθµούς αν ο ένας είναι τριπλάσιος από τον άλλο.  

2. Η τιµή πώλησης ενός ψυγείου είναι   £805   και σ’ αυτή συµπεριλαµβάνεται και το 
15% του Φ.Π.Α. Ποια θα ήταν η τιµή πώλησης του ψυγείου αν σ’ αυτή δεν συµπε-
ριλαµβανόταν ο Φ.Π.Α.; 

3. Να υπολογίσετε την τιµή της παράστασης  :  Α=
!2!5!10!3 ⋅

+
⋅

!7!12  

4. Ορθό πρίσµα έχει ύψος 15 cm  και βάση τετράγωνο πλευράς 3 cm.  Να υπολογίσε-
τε το εµβαδόν της παράπλευρης επιφάνειας και τον όγκο του πρίσµατος. 

5. ΄Ενας ΄Αγγλος τουρίστας έφερε µαζί του στην Κύπρο 600 στερλίνες σε χαρτονοµί-
σµατα και τις µετέτρεψε σε λίρες Κύπρου. Πόσες λίρες Κύπρου πήρε αν η συναλ-
λαγή έγινε σύµφωνα µε την ισοτιµία της στερλίνας σε κυπριακές λίρες που φαίνε-
ται στον πίνακα: 

Ισοτιµία Στερλίνας σε Κυπριακές λίρες  

 Αγορά Πώληση Ανά 

Στερλίνα 0,750 0,780 1 

6. Να βρείτε πόσους τριψήφιους αριθµούς µικρότερους του 450 µπορούµε να σχηµα-
τίσουµε µε τα ψηφία   0, 1, 2, 3, 5,  αν δεν επιτρέπεται η επανάληψη ψηφίου. Πό-
σοι από αυτούς είναι περιττοί; 

7. Αν τα Α και Β είναι ενδεχόµενα του ίδιου δειγµατικού χώρου και P(A)=
3
1  , 

P(B´)=
5
3  και P(A∪B)=

15
8 , να βρείτε τα:  (α) P(B)  (β) P(A∩B)  (γ)  P(A – B) 
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8. Να βρείτε το πλήθος των αναγραµµατισµών της λέξης  ΕΠΙΜΕΛΕΙΑ.  Πόσοι από 
αυτούς έχουν όλα τα φωνήεντα συνεχόµενα; 

9. Στο κυκλικό διάγραµµα φαίνονται τα αποτελέσµατα έρευ-
νας που έγινε σε δείγµα  80 µαθητών ενός σχολείου, ως 
προς το τι προτιµούν να κάνουν στον ελεύθερό τους χρόνο. 
Να βρείτε:  (α) Πόσοι µαθητές προτιµούν να διασκεδά-
ζουν;  (β) Πόσοι µαθητές προτιµούν να  ασχολούνται µε τον 
ηλεκτρονικό υπολογιστή (Η/Υ);  (γ) Τι ποσοστό (%) του 
δείγµατος αποτελούν οι µαθητές οι οποίοι προτιµούν να 
βλέπουν τηλεόραση; 

Άλλο 

10. Μια κάλπη περιέχει 20 µπαλάκια αριθµηµένα από  1  έως  20.  Επιλέγουµε τυχαία 
ένα µπαλάκι. Ποια η πιθανότητα να φέρει ένδειξη µεγαλύτερη του 12 και πολλα-
πλάσιο του 3;  

11. Κανονική τετραγωνική πυραµίδα έχει περίµετρο βάσης 40α cm  και παράπλευρο 
ύψος 13α cm.  Nα βρείτε: (α) Το ύψος της πυραµίδας. (β) Το εµβαδόν της παρά-
πλευρης επιφάνειας της πυραµίδας. (γ) Τον όγκο της πυραµίδας. 

12. Το εµβαδόν της κυρτής επιφάνειας κυλίνδρου είναι 294π cm2  και το ύψος του εί-
ναι τριπλάσιο της ακτίνας της βάσης του. Να υπολογίσετε τον όγκο του κυλίνδρου. 

13. Να βρείτε µε πόσους τρόπους µπορούν να καθίσουν  8  άτοµα γύρω από ένα κυ-
κλικό τραπέζι, αν τρία από αυτά θα πρέπει να καθίσουν σε συνεχόµενες θέσεις. 

14. Τέσσερα κρουαζιερόπλοια,  Α, Β, Γ, ∆,  ξεκινούν την ίδια µέρα από το λιµάνι της 
Λεµεσού. Οι κρουαζιέρες του πλοίου Α είναι τριήµερες, του Β πενθήµερες, του Γ 
εξαήµερες και του ∆  δεκαήµερες. Να βρείτε σε πόσες µέρες τα τέσσερα πλοία θα 
ξανασυναντηθούν για πρώτη φορά στο λιµάνι της Λεµεσού και πόσες κρουαζιέρες 
θα έχει κάνει στο διάστηµα αυτό το καθένα τους. 

15. Ορθός κυκλικός κώνος έχει ύψος  6 cm  και εµβαδόν κυρτής επιφάνειας 80π cm2. 
Να βρείτε την ακτίνα της βάσης και τον όγκο του κώνου. 

ΜΕΡΟΣ Β΄.     Να απαντήσετε σε 4 µόνο από τις 6 ερωτήσεις.   Κάθε ερώτηση βαθµο-
λογείται µε 10 µονάδες. 

1. Σε δείγµα 100 οικογενειών καταγράφηκε ο αριθµός των παιδιών τους, όπως φαίνε-
ται στον πίνακα: 

αριθµός παιδιών (xi) 0 1 2 3 4 5 6 

αριθµός οικογενειών (fi) 1 8 34 26 15 10 6 

 Να βρείτε τη µέση τιµή x ,  τη διάµεσο xδ,   την επικρατούσα τιµή και την τυπική 
απόκλιση της κατανοµής. 

2. Μια βιοµηχανία αρωµάτων συσκευάζει ένα συγκεκριµένο τύπο αρώµατος σε γυά-
λινα δοχεία σχήµατος κυλίνδρου µε ύψος  6 cm  και περιφέρεια βάσης 4π cm. Η 

27° 
Η/Υ 

162° 
∆ιασκέδαση

63° 

Τηλεόραση 
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βιοµηχανία σκοπεύει να εισαγάγει νέα συσκευασία, σε δοχεία σχήµατος σφαίρας 
µε ακτίνα 3 cm. Αν θεωρήσουµε ότι και στις δύο περιπτώσεις τα δοχεία θα είναι 
εντελώς γεµάτα µε το άρωµα, να υπολογίσετε:  (α) Την επιπλέον ποσότητα αρώµα-
τος που θα χρειαστεί για να γεµίσει το δοχείο της νέας συσκευασίας. (β) Πόσο τοις 
εκατόν (%) θα είναι η αύξηση της ποσότητας στη νέα συσκευασία, σε σχέση µε τη 
σηµερινή. 

3. Κάποιος αγόρασε ένα διαµέρισµα και αφού ξόδεψε £5000   για επιδιορθώσεις το 
πώλησε £44000, κερδίζοντας έτσι 30% πάνω στην τιµή αγοράς.   Να βρείτε:        
(α) Την τιµή αγοράς του διαµερίσµατος. (β)  Πόσα θα έπρεπε να πωλήσει το δια-
µέρισµα για να έχει κέρδος 30% πάνω στο συνολικό του κόστος. 

4. Το τραπέζιο  ΑΒΓ∆  του σχήµατος είναι ισοσκελές µε βάσεις 
ΑΒ=6 cm  και  Γ∆=14 cm. Το ΑΒΓ∆ περιστρέφεται πλήρη 
στροφή γύρω από ευθεία  (ε) η οποία είναι παράλληλη προς τις 
βάσεις του και απέχει  2 cm  από την ΑΒ  και 5 cm  από τη Γ∆. 
Να υπολογίσετε το εµβαδόν της ολικής επιφάνειας και τον όγκο 
του στερεού που παράγεται. 

 

 

Α 

Β

Γ

∆
(ε) 

5. Ρίχνουµε ένα ζάρι δυο φορές. Ποια η πιθανότητα των ενδεχοµένων: 

 Α :  "άθροισµα ενδείξεων 7". 

 Β :  "άνισες ενδείξεις". 

 Γ :  "η πρώτη ένδειξη άρτια και η δεύτερη ένδειξη µικρότερη του 4". 

 ∆ :  "γινόµενο ενδείξεων πολλαπλάσιο του 5". 

6. Τριάντα δύο µαθητές της Α΄ τάξης, 40 µαθητές της Β΄ τάξης και 24 µαθητές της Γ΄ 
τάξης ενός Λυκείου θα χωριστούν σε οµοιόµορφες οµάδες για να προσφέρουν εθε-
λοντική κοινωνική εργασία. Να βρείτε πόσες το πολύ οµοιόµορφες οµάδες µπο-
ρούν να σχηµατισθούν και πόσους µαθητές από κάθε τάξη θα περιέχει η κάθε οµά-
δα, αν είναι απαραίτητο, σε κάθε οµάδα να υπάρχουν τουλάχιστον 4 µαθητές της  
Γ΄ τάξης για να συντονίζουν. 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α΄ 

1. Έστω χ ο ένας ζητούµενος αριθµός → 3χ ο άλλος ζητούµενος αριθµός 

 4 6 3 4 2 3 19 49 9 4 44
7 7

x x x x x+ + + + + + +
= ⇒ = ⇒ = ⇒ =11.  

Οι αριθµοί είναι: 11 και 33 

2. Έστω χ η ζητούµενη τιµή ⇒ 115 805 100805 £700
100 115

x x x⋅
= ⇒ = ⇒ =  

3. Α= 12 ! 7 ! 11 12 6 7⋅ ⋅ 22 21 43
3! 10 ! 5! 2 ! 6 2

+ = + = + =
⋅ ⋅

 

4. Επ = Πβ·υ ⇒ Επ=12·15 ⇒ Επ = 180 cm²  .   V=Eβ·υ ⇒ V=9·15 ⇒ V=135 cm³ 

5. 0,750 · 600 = £450 

6. (i)  

Εκατοντάδες ∆εκάδες Μονάδες  
3 4 3 =36 

το “1” ή “2” η “3”    

 (ii)  Περιττοί τριψήφιοι αριθµοί µικρότεροι του 450:  

Να λήγουν σε “5” 3 3 1 = 9 
     

Να λήγουν σε “3” 2 3 1 = 6 
     

Να λήγουν σε “1” 2 3 1 = 6 

9+6+6 = 21 τριψήφιοι < 450 

7. (α) ( ) ( ) 3 21 ' 1
5 5

P B P B= − = − = ,   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (β)  P A B P A P B P A B P A B P A P B P A B∪ = + − ∩ ⇔ ∩ = + − ∪  

⇔ ( ) 1 2 8 1

 (γ) 

3 5 15 5
P A B∩ = + − =  

( ) ( ) ( ) 1 1 2

8. Ε, Π, Ι, Μ, Ε, Λ, Ε, Ι, Α 

 (i) 

3 5 15
P A B P A P A B− = − ∩ = − =  

9
9! 30240

3! 2!
M ε = =

⋅
     (ii)  4 6 4! 1440

3! 2!
εΜ ⋅Μ = ⋅ =

⋅
 6!
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9. (α)  162 ,    (β)  80 36
360

⋅ =
27 80 6

360
⋅ =  Άλλο 

 (γ)  360   ⇒  ( )0 0 0 0 027 63 162 108− + + =
108 100 30%
360

⋅ =  

  

10. Ευνοϊκές περιπτώσεις: { }15,18 .      ∆υνατές περιπτώσεις: { }1, 2, 20…  

⇒  2 1
20 10

P = =  

11. (α)  Πβ = 40α  cm,   (ΟΕ) = 13α cm,  
(OE)²=(ΚΕ)²+(ΟΚ)² ⇒ 169α² = 25α² + υ²  ⇒ υ² = 144α² 
⇒ υ = 12α cm.  

 (β) 240 13 260
2 2

a ah
E E E aβ
π π π

Π ⋅ ⋅
= ⇒ = ⇒ =  

 (γ)  
2E

V a cmβ 3 3100 12 400
3 3

V V
υ α α⋅ ⋅

= ⇒ = ⇒ =    

 

 

12. 2 2 =
7 , 21
294 294 2 3 49 7E cm x x x xκ π π π= ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ = ⇒   ⇒ 

R cm cmυ= =  

 2 3

( )

49 21 1029V R V V cmπ υ π π= ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ =  

 

13. 6 1 !3! 5! 3! 720 ότρ ποι  − = ⋅ =

14. E.K.Π. (3,5,6,10) = 30 µέρες.  

Α:   30 : 3 = 10 κρουαζιέρες,     Β:  30 : 5 = 6 κρουαζιέρες 

 Γ:  30 : 6 = 5 κρουαζιέρες,       ∆:  30 : 10 = 3 κρουαζιέρες 

 

10α

5αΚ Ε

Γ∆

A B

Ο

Α 

υ 

Κ 

Β 

27° 
Η/Υ 

∆ιασκέδαση

63° 
162° 

Τηλεόραση 
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15. υ=(ΟΚ)=6 cm,  Eκ = 80π cm².  ⇒ ( )π λ π λ= ⇒ =80 80 1R R  Ο 

( )2 2 2 2 2υ λ λ+ = ⇒ + =36 2R R  

Από (1) και (2) ⇒ 
2

2 4 28036 36 6400 0R R R
λ

⎛ ⎞+ = ⇒ + − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

2 2
2 6436 36 4 80

1002
R

ίαπορρ πτεται
− ± + ⋅

= =
−

⇒ R = 8 cm 

3 64 6 128 ³
3 3

V R V V cmπ υ π π= ⇒ = ⋅ ⋅ ⇒ =
1 1  

Κ Α

ΜΕΡΟΣ Β΄  

αριθµός παιδιών (xi) 0 1 2 3 4 5 6 1.  
αριθµός οικογενειών (fi) 1 8 34 26 15 10 6 

 
xi fi xi · fi ( )2

ix x−  ( )2
i ix x f− ⋅  

0 1 0 ( )20 3 9− =  9·1 = 9 

1 8 8 ( )21 3 4− =  4·8 = 32 

2 34 68 ( )22 3 1− =  1·34=34 

3 26 78 ( )23 3 0− =  0·26 =0 

4 15 60 ( )24 3 1− =  1·15 = 15 

5 10 50 ( )25 3 4− =  4·10 = 40 

6 6 36 ( )26 3 9− =  9·6 = 54 

 100ifΣ =  300i if xΣ ⋅ =   ( )2 184i ix x fΣ − ⋅ =  
  

300 3 3
100

i i

i

x fx x
f

Σ ⋅
= = = ⇒ =

Σ
,  50 51 3 3 3

2 2
x xx x xδδ δ

+ +
= ⇒ = ⇒ = 2xε =,   

 184 1,84 1,35
100

σ σ σ= ⇒ = ⇒  

2. Κύλινδρος  υ = 6 cm.  Πβ = 4π cm  ⇒ 2πR=4π ⇒ R=2 cm.  

2V Rπ υ= ⇒ 4 6 24 ³V  V cmπ π= ⋅ ⋅ ⇒ =

Σφαίρα:   34 4 27 36 ³
3 3

V R  V V cmπ π π= ⇒ = ⋅ ⇒ =
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(α)  36π – 24π = 12π cm³ ,                                (β)  12 100 50%
24
π
π
⋅ =  

3. (α) Αν θέσουµε χ της τιµή αγοράς ⇒  καθαρό κέρδος = 44000 – (χ+5000) ⇒ 
44000 5000 30 39000 3 39000 10 3

100 10
x x x x

x x
− −

= ⇔ = ⇔ − =
−   x = £30 000 

 (β) ( )130  ⇒  Τιµή πώλησης £45 500   1330000 5000 35000 45500
100 10

⋅ + = ⋅ =

4. (Α∆)² = (ΑΕ)² + (Ε∆)²   (Α∆)² = 9 + 16   

Α∆ = 5 cm 

Εολ = Ε1 + Ε2 + 2 Ε3  

Ε1 = 2π·2·6 = 24 π cm² ,   Ε2 = 2π·5·14 = 140 π cm²  

Ε3 = π(2+5)·5 = 35π cm² 

Εολ = (24π + 140π + 70π) cm² ⇒ Εολ = 234π cm² 

Vολ = V1 – (V2 + 2V3) 

V1 = π·25·14 = 350 cm³,  V2 = π·4·6 = 24π cm³ ,   V3 = 4
3
π ·(4+10+25) = 52π cm³ 

Vολ = 350π – (24π + 52π) = 350π – 76π = 274π cm³ 

Β 
Γ 

  ∆ 

(ε) 

Α 

Β΄ 

Γ΄ 

∆΄ 
Α΄ 

Ε 

Ζ 

5. Ν(Ω) = 6²,    Α ={(1,6) , (6,1), (2,5) , (5,2) , (3,4) , (4,3) },   Ν(Α)=6 ⇒ 

 ( ) ( )6 1
36 6

P A P A= ⇒ =  

 Β΄ = {(1,1) , (2,2) ,  ... , (6,6)} ⇒  Ν(Β΄)=6  ⇒  Ν(Β) = 36 – 6 = 30 ⇒  

 ( ) ( )30 5
36 6

P B P B= ⇒ =  

 Γ = {(2,1) , (2,2) , (2,3) , (4,1) , (4,2) , (4,3) , (6,1) , (6,2) , (6,3)} ⇒ Ν(Γ) = 9 

 ( ) ( )9 1
36 4

P PΓ = ⇒ Γ =  

 ∆ = {(1,5) , (2,5) , (3,5) , (4,5) , (5,5) , (6,5) , (5,1) , (5,2) , (5,3) , (5,4) , (5,6)} ⇒  

Ν(∆) = 11  ⇒ ( ) 11
36

P Γ =  

6. 32 Α,  40 Β,  24 Γ.    Μ.Κ.∆.(32,40,24) = 8,   32 = 25,    40 = 2³·5,    24 = 2³·3 

Αν γίνουν 8 οµάδες θα περιέχουν  4 Α, 5Β, 3Γ η καθεµιά.  

Επειδή θέλουµε τουλάχιστον 4Γ η περίπτωση αυτή απορρίπτεται.  

Οι περιπτώσεις για 7 ή 6 ή 5 ή 3 οµάδες απορρίπτονται επίσης  διότι δεν µπορεί 
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να χωριστούν σε οµοιόµορφες οµάδες. Άρα θα γίνουν το πολύ 4 οµοιόµορφες ο-
µάδες που αποτελούνται από 8Α, 5Β, 6Γ η κάθε µία.  
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ΣΧΟΛΙΚΟΥ ΕΤΟΥΣ 2002-2003 

ΜΑΘΗΜΑ: ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                                       ΚΑΤΕΥΘΥΝΣΗ: ΤΕΧΝΙΚΗ 
ΧΡΟΝΟΣ :   2 ώρες και 30 λεπτά                                                               Ιούνιος 2003 

ΜΕΡΟΣ Α΄ 
Από τις 15 ερωτήσεις να απαντήσετε µόνο στις 12.  Κάθε ερώτηση βαθµολογείται µε 5 
µονάδες. 

1. Να βρείτε το     ∫ − dx)5x2( 3

2. Να βρείτε το    2x

xx
lim

0x

ηµ−
→

  

3. Να βρείτε τη γενική λύση της εξίσωσης    συν(5x+20°)=
2
1 .  

4. ∆ίνεται ο κύκλος µε εξίσωση     x2+y2+2x-6y+1=0.  Να βρείτε τις συντεταγµένες 
του κέντρου και το µήκος της ακτίνας του.  

5. Πόσοι αναγραµµατισµοί της λέξης   ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ  υπάρχουν; Πόσοι από αυτούς 
αρχίζουν µε  το γράµµα   Σ  και έχουν όλα τα φωνήεντα συνεχόµενα; 

6. Στο ανάπτυγµα του   
6

2x
5x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +   να βρείτε τον όρο τον ανεξάρτητο του  x.  

7. Να βρείτε την παράγωγο   
dx
dy   των συναρτήσεων:  (α) y=℮3x · συνx  (β) y=

ηµx
x2

 

8. H καµπύλη µε εξίσωση   y=αx3+βx+2,  α,β∈ ,   παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο στο 
σηµείο   Α(1,-2).  (α) Να υπολογίσετε τα α και β. (β) Να βρείτε το άλλο ακρότατο 
της καµπύλης και να το χαρακτηρίσετε (µέγιστο/ελάχιστο). 

9. Nα δείξετε ότι:   +
=

+
ηµ3α ηµ7α εφ5α
συν3α συν7α

 

10. Nα δείξετε, χωρίς τη χρήση υπολογιστικής µηχανής, ότι: τοξεφ
2
1  + Τοξεφ

3
1  = 

4
π . 

11. ∆ίνεται η διαφορική εξίσωση  ( )1y + e-x xy
dx
dy

= . 

(α) Να βρείτε τη γενική της λύση. 

(β) Να βρείτε την ειδική λύση για την οποία είναι   y=1  όταν x = 1. 

12. Aν     y=(3x+2)ex+e2x  να δείξετε ότι:     x2
2

2

ey
dx
dy2

dx
yd

=+− . 

13. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα:   . ∫ −
1

0

52 dx)1x(x
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14. Αν      ⎛ =15,   ,  να βρείτε το ν. ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

ν
2

2ν〉

15. ∆ίνεται η καµπύλη   (κ):  y=x2+1  και η ευθεία (ε):  y=λx,   λ 〉 0, η οποία εφάπτεται 
της καµπύλης στο σηµείο (1,2) αυτής.  (α) Να βρείτε την τιµή του  λ. (β) Να υπο-
λογίσετε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη  (κ),  την ευ-
θεία  (ε)  και τον άξονα των y. 

ΜΕΡΟΣ  Β΄.  Από τις 6 ερωτήσεις να απαντήσετε στις 4 µόνο.  Κάθε ερώτηση βαθµολο-
γείται µε 10 µονάδες.  

1. ∆ίνεται η καµπύλη µε εξίσωση  y=(x-1)(x-3)2. 

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού, τα σηµεία τοµής µε τους άξονες των συντεταγµέ-
νων, τα ακρότατα και να κάµετε τη γραφική της παράσταση. 

(β) Να βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο Α(4,3)  αυ-
τής. 

2. Το χωρίο που περικλείεται µεταξύ της καµπύλης  y=3x-x2   και της ευθείας y x=   
κάνει µια πλήρη περιστροφή γύρω από τον άξονα των x. Να βρείτε τον όγκο του 
στερεού που παράγεται. 

3. Να βρείτε τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης: x
dx
dy -2y=x3+1. 

4. Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση   x=2εφθ,   -
2
πθ

2
π

〈〈 ,  ή µε οποιοδήποτε άλλο 

τρόπο, να βρείτε το ολοκλήρωµα  ∫
+

=Ι
4xx

dx
22

. 

5. Πόσους άρτιους τετραψήφιους αριθµούς µπορούµε να σχηµατίσουµε χρησιµοποιώ-
ντας τα ψηφία 1, 2, 3, 4, 5, 6,  αν δεν επιτρέπεται επανάληψη ψηφίων;  Πόσοι από 
αυτούς είναι µεγαλύτεροι από τον αριθµό 4000; 

6. (α)   Να δείξετε ότι: ηµ5α · συν2α-ηµ4α · συν3α = ηµα · συν2α 

 (β)  Να λύσετε, στο διάστηµα [0°, 360°],  την εξίσωση: 

        ηµ5x · συν2x - ηµ4x · συν3x+ηµx=0. 

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α΄: 

1. 
4 4

3 2(2 5) 5 5
4 2
x xx dx x c x c− = − + = − +∫  

2. 
2

0 0 0

0 1 0( ) ( ) 0
0 2 0 2lim lim lim

x x x

x x x x
x x
ηµ συν

→ → →

− −
= = = = =

ηµ  
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3. συν συν συν+ = ⇒ + =0 01(5 20 ) (5 20 ) 60
2

x x
0 0 0 0 05 2 0 3 6 0 6 0 5 3 6 0 4 0x xκ κ+ = + ⇒ = +

κ κ+ = − ⇒ = − ⇒

0

0 07 2 8x κ⇒ = +

κ 0= −0 0 0 0 0 05 20 360 60 5 360 80 72 16x x x  

4.  ⇒ K(-1,3),    1,3,1016222 =−===+−++ cfgxx ψψ
2 2 2 21 ( 3) 1 9R g f c= + − = + − − = = 3 

5. 30240
!2!3

!9
=

⋅
,     480!4

!3
!5

=⋅  

6. 
65
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

x
x , 6 6

1 2 2

6 6 65 5 5T x x x
x x

κ κ
κ κ

κ κκ κ κ
− −

+

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ 6 3κ κ−= = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⋅  ⇒ 

.     Άρα ο ανεξάρτητος όρος του x είναι: 

 

6 3 0 2κ κ− = ⇒ =

37525155
2
6 2

3 =⋅=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=T

7.  (α) xexe
dx
dxe xxx ηµσυνψσυνψ ⋅−⋅=⇒⋅= 333 3   

                (β) 
x

xxxx
dx
d

x
x

2

22 2
ηµ

συνηµψ
ηµ

ψ −
=⇒=  

8. βαψβαψ +=⇒++= 23 32 x
dx
dxx ,  030

1

=+⇒=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

βαψ

xdx
d  

       περνά από το Α(1,-2): 422 −=+⇒−=++ βαβα  

         Λύνουµε το σύστηµα: 606242
03
4

−=⇒=+⇒=⇒=⇒
=+

−=+
ββ

βα
βα

aa  

          )1)(1(666262 23 +−=−=⇒+−= xxx
dx
dxx ψψ  

   x ∞−  -1  1 ∞+

dx
dψ  + 0 – 0 + 

  ψ      
              (-1,6) 

             µέγιστο 

9. αεφ
ασυν
αηµ

αασυνσυν
αασυνηµ

ασυνασυν
αηµαηµ 5

5
5

252
252

73
73

===
+
+  

10. Θέτω:  1 1τοξεφ 0
2 2 4

πα εφα α= ⇒ = < < , και 

1 1τοξεφ 0
3 3 4

πβ εφβ β= ⇒ = < <              
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1 1 5
2 3 6( ) 1 1 51 1

2 3 6

εφα εφβεφ α β
εφα εφβ

++
+ = = = =

− ⋅ − ⋅
1 και 0

2
πα β< + <  άρα 

4
πα β+ =  δη-

λαδή 1 1τοξεφ τοξεφ
2 3 4

π
+ = . 

11. (α) 1( 1) ψ ψψ ψ ψ
ψ

− +
+ = ⇒ =∫ ∫x xde x d xe

dx
dx              

( )11 lnψ ψ ψ
ψ

⎛ ⎞
⇒ + = ⇒ + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
∫ ∫ ∫ xdxx xd xd e xe e  lnψ ψ = − +x xxe e c   ⇒ +

      (β) ψ=1 όταν x=1 ,  ειδική λύση: 1 1 1⇒ = ⋅ − + ⇒ =e e c c ln 1ψ ψ+ = − +x xxe e . 

12. ( ) 23 2ψ = + + ⇒x xx e e 2 23 3 2 2 5 3 2ψ
= + + + = + +x x x x x xd e xe e e e xe e

dx
x

2
2 2

2 5 3 3 4 8 3 4ψ
= + + + = + +x x x x x xd e e xe e e xe e

dx
x . 

     

2
2 2

2

2 2

2

2 8 3 4 2(5 3 2 ) 3 2

8 3 4 10 6 4 3 2

ψ ψ ψ− + = + + − + + + + +

= + + − − − + + +

=

x x x x x x x x

x x x x x x x x x

x

d d e xe e e xe e xe e e
dx dx

e xe e e xe e xe e e
e

2

2

x

 

13. ∫∫ −=
−

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=−−=−

1

0

61

0

62
252

1

0

52

12
1

12
)1(0

12
)1()1()1(

2
1)1( xxdxdxxx  

14. 2( 1)15 15 30 0
2 2
ν ν ν ν ν
⎛ ⎞ −

= ⇒ = ⇒ − − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,   ν ± + +
= =

−
61 1 120 1 11
52 2

=        

αλλά  62 =⇒> νν  

15. 2 1 2dx x
dx
ψψ = + ⇒ = ⇒

1

2 2
x

d
dx
ψ λ

=

⎛ ⎞ = ⇒ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

 
11 3

2

0 0

1( 1) 1 2 1
2 3

xx dx x
⎡ ⎤

Ε = + − ⋅ ⋅ = + −⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
1 11 1 .
3 3

τ µ= + − =  
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ΜΕΡΟΣ Β: 

1. (α)  Rxx =−−= ..)3)(1( 2 οπψ  

σηµεία τοµής µε τον άξονα των x: για 0 : 1 (1,0), 3 (3,0)x xψ = = ⇒ = ⇒  

       σηµεία τοµής µε τον άξονα των ψ: για )9,0(9:0 −⇒−== ψx  

      2( 3) 2( 3)( 1)d x x x
dx
ψ

= − + − − = ( 3)( 3 2 2) ( 3)(3 5)x x x x x− − + − = − −  

x −∞            5
3

                  3               +∞        

 d
dx
ψ           +       0         -        0        + 

   ψ                                          
 

      max 5 32,
3 27

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟         min (3,0)                   

(β)  
4

1 7 7
x

d
dx εφ
ψ λ

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ,  εξίσωση της εφαπτοµέ-

νης:  

= ⋅ = =
⎝ ⎠

3 7( 4x )ψ − = − 3 7 28⇒  7 25x xψ ψ⇒ = −− = −  

 

2. ( 3)x xψ = − − ⇒
2

2 0 03
3 0 ( 2) 0

2 2
xx x

x x x x x
xx

ψψ
ψψ

= ⇒ =⎫= − ⎧
⇒ − + = ⇒ − = ⇒⎬ ⎨ = ⇒ == ⎩⎭

        

 
2 2

2 2 2 2 3 4 2

0 0

(3 ) (9 6 )π π⎡ ⎤= − − = − + −⎣ ⎦∫ ∫V x x x dx x x x x dx

22 3 4 5
2 3 4

0 0

8 3(8 6 )
3 2 5

π π
⎡ ⎤

= − + = − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

∫
x x xx x x dx 64 48 32 11( ) 3

3 2 5 15
. .π π κ µ= − + =  
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3. 3 22 12 1dy dyx x x
dx dx x x

ψ ψ− = + ⇒ − = +        

2
12 ln

2ln
2

2 3 3 2 3 2 3 2 2

3 2

1

1 2 1 1 1 1 1 1 11 ( ) 1 (1 )
2

1
2

dx xx xI e e e
x

dy dy y y dx y x
x dx x x dx x x x x x x

y x cx ή ύγενικ λ ση

− −∫= = = =

− = + ⇒ = + ⇒ = + ⇒ = − +

⇒ = + −

∫ c

  

4. 2

2 2
2 2

4
dx έ x dx

x x
dθ τω εφθ τεµ θ θ= ⇒ =

+
∫        

2

22 22 2 2 2

2

2

2

2

2

2

1
2 1 1 1

4 4 44 4 2 1

111 ( ) 1 1 4
4 4 44 4

21

4
4

dx d d d
x x

x
d c c c x

x c
x

τεµ θ θ τεµθ συνθσυνθ d

c

θ θ θ
ηµ θεφ θ ηµ θεφ θ εφ θ
συν θ

εφ θηµθ
εφθηµ θ ηµθ εφθ
εφ θ

= = = =
+ ⋅ +

+− +
= − + = − + = + = − +

⋅
+

+
= − +

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫

=

 

5. Άρτιοι τετραψήφιοι  που µπορούν να σχηµατιστούν:  

Χ Ε ∆ Μ 
5 4 3 3 

   
2 4 6ή ή

↑  

5 4 3 3 180⋅ ⋅ ⋅ =  

  

 

Άρτιοι τετραψήφιοι µεγαλύτεροι του 4000 

Χ Ε ∆ Μ  Χ Ε ∆ Μ 
2 4 3 2  1 4 3 3 

4 6ή
↑    

2 4 6ή ή
↑       

5
↑    

2 4 6ή ή
↑  

                 2 4                                  1 43 2 48⋅ ⋅ ⋅ = 3 3 36⋅ ⋅ ⋅ =  

    Άρα 48 36 84 ίαριθµο+ =  

6. (α)   [ ]15 2 4 3 7 3 ( 7
2

)ηµ α συν α ηµ α συν α ηµ α ηµ α ηµ α ηµα⋅ − ⋅ = + − +                                                

( )1 3 2
2
ηµ α ηµα ηµασυν α= + =  
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      (β)  5 2 4 3x x x x x 0ηµ συν ηµ συν ηµ⋅ − ⋅ + =        
2 0 ( 2 1) 0

0 180 0 0 , 1 180
2 1 0 2 1 2 180

2 360 180 180 90 0 90 , 1 270
2 360 180 180 90 1 90 , 2 270

x x x x x
x x x x

x x x
x x x x
x x x x

ηµ συν ηµ ηµ συν

αν ηµ κ για κ κ

αν συν συν συν συν

κ κ για κ κ

κ κ για κ κ

⇒ ⋅ + = ⇒ + =

= ⇒ = = ⇒ = = ⇒ =

+ = ⇒ = − ⇒ =

= + ⇒ = + = ⇒ = = ⇒ =

= − ⇒ = − = ⇒ = = ⇒ =
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Μάθηµα:   ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ                      Χρόνος: 3 ώρες  

ΜΕΡΟΣ Α:  

Να λύσετε και τις 10 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθµολογείται µε 5 µονάδες. 

1. Καµπύλη ορίζεται από τις παραµετρικές εξισώσεις: x = t³ + 4t, y = 6t², t∈ . Nα 
βρείτε την εξίσωση της εφαπτοµένης της καµπύλης στο σηµείο της µε t = 1. 

2. Να βρείτε την εξίσωση του κύκλου ο οποίος εφάπτεται του άξονα των y στο σηµείο 
Α(0,2)  και έχει το κέντρο του πάνω στην ευθεία  y = 2x. 

3. Να δείξετε ότι η ευθεία χ = 1 είναι κατακόρυφη ασύµπτωτη της καµπύλης 
1

ln
xy

x
−

= .  

4. Οι βαθµοί δέκα µαθητών σε ένα διαγώνισµα είναι: 10, 12, x, 18, 13, y, 15, 18, 10, 
10. 

(α)  Αν ο µέσος όρος των βαθµών είναι 13 και ο βαθµός y είναι διπλάσιος του x, να 
βρείτε τους x και y.  

(β) Να υπολογίσετε την τυπική απόκλιση της κατανοµής, µε ακρίβεια δύο δεκαδι-
κών ψηφίων. 

5. ∆ίνεται ο πίνακας  
1 2
2 3

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

(α)  Να δείξετε ότι A² – 4A + 7I = Ο, oπου Ι o µοναδιαίος 2x2 πίνακας και Ο ο µη-
δενικός 2x2 πίνακας,  

(β) Να δείξετε ότι 7A-1 = 4I – A  

(γ) Να βρείτε τον πίνακα Χ για τον οποίο ισχύει η σχέση .  
7 0 14
0 7 21

A X ⎛ ⎞
⋅ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

6. Το 75% του πληθυσµού µιας πόλης διαβάζει την εφηµερίδα Α, το 65% διαβάζει την 
Α αλλά όχι τη Β και το 20% δεν διαβάζει καµιά από τις Α και Β. Παίρνουµε τυχαία 
ένα άτοµο από τον πληθυσµό. Να βρείτε την πιθανότητα: 

(α) Να διαβάζει και τις δύο εφηµερίδες. (β) Να διαβάζει τη Β αλλά όχι την Α. (γ) Να 
διαβάζει την Α δεδοµένου ότι διαβάζει τη Β. 

7. ∆ίνεται η παραβολή , α>0. Φέρουµε την εστιακή χορδή ΑΒ κάθετη στον ² 4y a= x
άξονα των χ. 

(α) Να βρείτε τις εξισώσεις των εφαπτόµενων (ε1) και (ε2) της παραβολής στα ση-
µεία Α και Β αντίστοιχα. 
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(β) Να δείξετε ότι οι ευθείες (ε1) και (ε2) είναι κάθετες µεταξύ τους και να βρείτε το 
σηµείο τοµής τους Σ.  

(γ) Το χωρίο που περικλείεται από την παραβολή και τις δύο εφαπτόµενες στρέφεται 
κατά π γύρω από τον άξονα των χ. Αν ο όγκος του στερεού που παράγεται είναι 18π 
cm³, να βρείτε την τιµή του α. 

8. Αν η γραφική παράσταση της f(x) παρουσιάζει τοπικά ακρότατα στα σηµεία Α(5,2) 

και Β(8,1) και η f΄΄(x) είναι συνεχής στο , να δείξετε ότι ( )
8

5

'' 1xf x dx =∫  

9. ∆ίνεται η συνάρτηση ( )
1

1 1
3 2 2

x x
f x x

x

−
= −

−
 

(α) Να δείξετε ότι ( ) 25 5f x = − x .  (β) Να βρείτε το ολοκλήρωµα 
( )
1

5 3
x dx
f x
+

∫ .  

10. (α) Αν Μν είναι οι µεταθέσεις ν διαφορετικών αντικειµένων, να δείξετε ότι: 
( )1 11 ,Mν ν νν ν− −−Μ = − Μ ≥ 3 .  

(β) Να δείξετε ότι: ( )2 3 12 2 3 ... 1 ν νν −+ Μ + Μ + + − Μ = Μ   

ΜΕΡΟΣ Β΄:  

Να λύσετε και τις 5 ασκήσεις. Κάθε άσκηση βαθµολογείται µε 10 µονάδες.  

1. ∆ίνεται η συνάρτηση  2

4
4

xy
x

=
+

  

(α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού, το σηµείο τοµής µε τους άξονες των συντεταγµέ-
νων, τα διαστήµατα µονοτονίας, τα τοπικά ακρότατα, την ασύµπτωτη και να κάνετε 
τη γραφική της παράσταση.   

(β) Να δείξετε ότι η ευθεία (ε) που ενώνει τα ακρότατα της καµπύλης περνά από την 
αρχή των αξόνων.   

(γ) Να βρείτε το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την καµπύλη και την ευ-
θεία (ε). 

2. ∆ίνεται η ισοσκελής υπερβολή  2 2 1x y− = και το σηµείο της Μ (τεµθ, εφθ), 

0 2θ π≤ < ,  3,
2 2
π πθ ≠ . Το σηµείο Κ είναι η προβολή του σηµείου Μ πάνω στον 

άξονα των y. Προεκτείνουµε το ευθύγραµµο τµήµα ΚΜ προς το µέρος του Μ και 
στην προέκταση παίρνουµε σηµείο Λ τέτοιο, ώστε (ΜΛ) = (ΚΜ). Αν Α και Α' είναι 
οι κορυφές της υπερβολής (Α η κορυφή στο θετικό ηµιάξονα των χ) και Σ το σηµείο 
τοµής των ευθειών ΑΛ και Α'Κ, να δείξετε ότι η εξίσωση του σχήµατος στο οποίο 
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ανήκει ο γεωµετρικός τόπος του Σ είναι 2 2 1y x= − − . 

3. Ευθεία (ε) περνά από το σταθερό σηµείο Α(α,α), α>0 και τέµνει τους θετικούς ηµιά-
ξονες Οχ και Οy στα σηµεία Γ και ∆ αντίστοιχα (Ο η αρχή των αξόνων). Να βρείτε 
την ελάχιστη δυνατή τιµή του αθροίσµατος S = (ΟΓ) + (Ο∆). 

4. (α) Ο δειγµατικός χώρος ενός πειράµατος είναι Ω = {α, β, γ, δ} και ( ) 1
10

P a = , 

Ρ(β)= 1
5

,    Ρ(γ)= 2
5

. Να υπολογίσετε την πιθανότητα Ρ(δ).  

(β)  ∆ίνεται ο δειγµατικός χώρος Ω = {0,1, 2.....13} ενός πειράµατος και 

( ) ( )1
1000

P
κ κ

κ
+

= , κ = 1,2.....13.   Να υπολογίσετε την πιθανότητα Ρ(0). 

5. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο Κ, χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό 

u xπ= − , να δείξετε ότι: ( ) ( )
0 02

xf x dx f x d
π ππηµ ηµ=∫ ∫ x . Στη συνέχεια να υπολογί-

σετε το ολοκλήρωµα 
3

2
0 1

x x dx
x

π ηµ
συν+∫ . 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α: 

1.  ( )
3

2

4
, 1 5, 6

6
x t t

t t x y
y t

ια
= +

∈ Γ = ⇒ = =
=

5,6

( ) ( )2
2

12
12 12 12: 6 5 12 7 18

7 73 43 4

dy t
dy tdt y x x y

dx dx tt
dt

εφλ ε

⎫= ⎪⎪⇒ = ⇒ = ⇒ − = − ⇒ − − =⎬
+⎪= +

⎪⎭

0  

2. .  Για Α(0,2) ⇒ 2 2 2 2x y gx fy c+ + + + = 0 4 4 0f c+ + =  

2
20 2 0

0 0
x x fy c

f c
= ⎧ + + =⎧

⇒ ⇒⎨ ⎨∆ = ∆ =⎩ ⎩
= , 

( ), 2K g f ή ί y x fαν κει στην ευθε α− − = ⇒ = 2g  

2 2 2

4 4 0
2, 1, 4 2 4 4 0

2

f c
f c f g c x y x y
f g

+ + = ⎫
⎪= ⇒ = − = − = ⇒ + − − +⎬
⎪= ⎭

=  
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3. 1
ln
xy

x
−

= ,  1x > , 
1 1 1

1
1 0 12 1lim lim lim1ln 0 2 02 1x x x

x xx
x x

x
+ + + +→ → →

− ⎛ ⎞ −= = = =⎜ ⎟ ⋅−⎝ ⎠
= +∞ .  

Άρα 1x =  κατακόρυφη ασύµπτωτη.  

( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )
( )

2

2

2

2

2

2

2

2

2

8 1 1 8 13 25

10 3 3 10 13 27

12 1 1 12 13 1

13 1 1 13 13 0

15 1 1 15 13 4

16 1 1 16 13 9

18 2 2 18 13 50

116

i i i i

i i

x f f x x

f x x

−

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

⋅ − =

− =∑

4. 10, 12, x, 18, 13, y, 15, 18, 10, 10  Άρα   

10 12 18 13 15 18 10 1013
10

x y+ + + + + + + + +
=   

⇒  130  3 106 8, 16x x y= + ⇒ = =

   116 11,6 3,41
10

σ σ= = ⇒ =  

 

 

 

5. (α)  ,   
1 2
2 3

A ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

2 1 2 1 2 3 8
2 3 2 3 8 5

A
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛

= ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− − −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

( )2 3 8 1 2 1 0 0 0
4 7 4 7

8 5 2 3 0 1 0 0
−⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

Α − Α + Ι = − + = = Ο⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

(β) Από το  ⇒   ( )2 4 7Α − Α + Ι = Ο

2 1 1 1 2 17 4 7 4 7 4− − − −Ι = Α − Α ⇒ Α = Α Α − Α Α ⇒ Α = Ι − Α  

(γ)  ⇒  ⇒ 
7 0 14
0 7 21

A X ⎛ ⎞
⋅ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠

( )1 1 7 0 14
0 7 21

A X− − ⎛ ⎞
Α ⋅ ⋅ = Α ⋅ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

1 7 0 14
0 7 21

X − ⎛ ⎞
= Α ⋅ ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Αλλά ( )1 4 0 1 2 3 21 1 1 14
0 4 2 3 2 17 7 7 7

− −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
Α = Ι − Α = − =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜−⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟
⎠

 

Άρα 1 7 0 14 3 2 7 0 14 3 2 01
0 7 21 2 1 0 7 21 2 1 77

X − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛
= Α ⋅ = ⋅ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝

⎞
⎟− ⎠

 

6. ( ) ( ) ( )75 65 20, , '
100 100 100

P A P A B P A B= − = ∩ =' ,   
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(α)  ( ) ( ) ( ) ( )65 65 75 65
100 100 100 100

P A B P A P A B P A B− = ⇒ − ∩ = ⇒ − ∩ = ⇒ 

( ) 10
100

P A B∩ = .  

(β) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )20 80' ' ' 1 1
100 100

P A B P A B P A B P A B P A B∩ = ∪ = − ∪ ⇒ = − ∪ ⇒ ∪ = .   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )80 75 10
100 100 100

P A B P A P B P A B P B∪ = + − ∩ ⇒ = + − ⇒ ( ) 15
100

P B = . 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )15 10 5
100 100 100

P P B P A B P PΒ − Α = − ∩ ⇒ Β− Α = − ⇒ Β− Α =  

(γ)  ( ) ( )
( ) ( ) ( )10 /100 2/ /

15/100 3
P A B

P A B P A B P A B
P B
∩

= ⇒ = ⇒ / =  

7. ⇒ 
2

2 24 , 0
4 2

:
y ax a

y a y
AB x a

⎫= >
⇒ = ⇒ = ±⎬

= ⎭
a

( ) (,2 , , 2 )A a a a a−B

2 24 2 4dy dy ay ax y a
dx dx y

= ⇒ = ⇒ =

2 2

2 21, 1
2 2B

x a x a
y a y a

dy a dy a
dx a dx a

λ λΑ
= =
= =−

= = = = = = −
−

 

Εφαπτοµένη στο Α: ( )2 1y a x a y x− = − ⇒ = + a⇒ λ1 = 1 

Εφαπτοµένη στο Β: ( )2 1y a x a y x+ = − − ⇒ = − − a  ⇒  λ2 = -1 

⇒ λ1·λ2 = -1 ⇒ ( ) ( )1 2ε ε⊥  

Σηµείο Σ:   ( ), 0 ,0
y x a

x a y
y x a

α
= + ⎫

⇒ = − = ⇒ Σ −⎬= − − ⎭

y 

A 

Σ Ε 
χ΄ χ Ο

y΄ B 

( ) ( )3α 3
2 2

0
-α 0

2V=π 4 2
3 3

a
a

a

x a ax a dx ax dx ax
α ππ π π

−

⎤+
⎤+ − = − ⋅ =⎥ ⎦

⎥⎦
∫ ∫  

3
3

3
2 2 18 27 33 318

a aV

V

π π π α α
π

⎫
= ⎪⇒ = ⇒ = ⇒ =⎬

⎪= ⎭

 

8. Α(5,2), Β(8,1) ακρότατα ⇒ ( )5 2f =  , ( )' 5 0f =  και ( )8 1f =  , . ( )' 8 0f =

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
8 8 8

8 8

5 5
5 5 5

'' ' ' ' '⋅ = ⋅ = − = −∫ ∫ ∫x f x dx x d f x x f x f x dx x f x f x
8

5
=  

= ( ) ( ) ( ) ( )8 ' 8 5 ' 5 8 5⋅ − − +f f f f = 8 0 5 0 1 2⋅ − ⋅ − + = 1 
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9. (α)  ( )
1

1 1
3 2 2

−
= −

−

x x
f x x

x
= 

1
1 1
5 0 0

−
−

x x
x =5

1
1
x

x
−

−
= ( )2 25 1 5 5x x− = −  

(β)  
( ) ( ) 2 22

1 1 1 1
5 55 3 1 9 1 925 1 9

x x xdx dx dx dx
f x x xx

+ +
= = +

− −−
∫ ∫ ∫ ∫

1  = 

= ( ) ( )
2

181 1 1 1 3
5 18 5 31 9

x
dx x c

x
τοξηµ

−
− ⋅ + ⋅ +

−
∫ =

( ) ( )

1
2 21 91 1 3190 15

2

x
x cτοξηµ

−
− + +  

= ( )21 11 9 3
45 15

x x cτοξηµ− − + +  

10. (α)  ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 1! 1 ! 1 ! 1 ! 1 1 ! 1M M Mν ν νν ν ν ν ν ν ν ν− −− = − − = ⋅ − − − = − − = −  

(β)  ( )2 32 2 3 ... 1 1νν −+ Μ + Μ + + − Μ      

32 M= + 2 4M M− + 3M− 5M+ 4M− 1... M Mν ν −+ + −  = 22 M Mν− +  

= 2 2! M Mν ν− + =  

ΜΕΡΟΣ Β΄  

1. 2

4 ,
4

xy x
x

= ∈
+

. Για    (0,0) 0x y= ⇒ = 0

( )
( ) ( )

2 2 2

2 22 2

4 4 8 16 4

4 4

x xdy x
dx x x

+ − −
= =

+ +
 

χ −∞  -2  +2 ∞
dy
dx – 0 + 0 – 

y  
min 

(-2,-1)  
max  
(2,1)  

0 2,dy x x
dx

= ⇒ = = −2  

2

4 4lim lim 0
4 2x x

x
x x

−

→−∞ →+∞

−∞⎛ ⎞= = =⎜ ⎟+ ∞⎝ ⎠
,   2

4lim lim 0
4 2x x

x
x x

+

→+∞ →+∞

∞⎛ ⎞ 4
= = =⎜ ⎟+ ∞⎝ ⎠

⇒  ορ. 0y =

ασύµπτωτη.  
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1 1 1
2 2 2

λΑΒ

+
= =

+
,    ΑΒ: ( )11 2 2

2
y x y− = − ⇒ = x   (ε),   Ο(0,0) χ=0,  y=0 ⇒ 2·0=0 

⇒ 0=0 Άρα η ευθεία (ε) περνά από την αρχή των αξόνων.  

2

2
0

42
4 2

x xE dx
x

⎛ ⎞= −⎜ ⎟+⎝ ⎠∫ ( )= ( )
22

2

0

2 2 ln 4 2 2ln 8 1 2ln 4
4
xx

⎡ ⎤
+ − = − −⎢ ⎥

⎣ ⎦
=  

= 1  = 2 ln 2 2 8ln 2− − ( )4ln 2 2 . .τ µ−  

2. ,  Μ(τεµθ,εφθ),  Κ(0,εφθ),  2 2 1x y− =
Λ(2τεµθ,εφθ) 

Α(1,0),  Α΄(-1,0). 
2 1
εφθλ

τεµθΑΛ = −
,  'λ εφθΑ Κ =  

Εξίσωση ΑΛ: ( )1
2 1
εφθ

τεµθ
= −

−
y x  

Εξίσωση Α΄Λ:  ( )1εφθ= +y x

Σηµείο Σ:  
( )

( )

1
,

1 11
2 1

εφθ
τεµθ εφθ

εφθ τεµθ τεµθ
τεµθ

= + ⎫
⎪⇒ = =⎬ − −= − ⎪− ⎭

y x
x y

y x
⇒ ,

1 1
τεµθ εφθ
τεµθ τεµθ

⎛ ⎞
Σ⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Εξίσωση γεωµετρικού τόπου σηµείου Σ: 

( )1
, 1 1

1 1
1

τεµθ
τεµθ

τεµθ εφθ τεµθ
εφθ
τεµθ

⎫= ⎪− ⎪ ⎛ ⎞⇒ = = − = − =⎬ ⎜ ⎟+ +⎝ ⎠⎪=
⎪− ⎭

x

1+
x x yy y

x x xy

( )
( )

2 2
22 2 2 2 2 2

2 21 1 1 1 2
11

y x 2x y x x x y x
xx

εφ θ τεµ θ+ = ⇒ + = ⇒ + + = ⇒ + + + =
++

 

⇒ 2 2y x= −1 Εξίσωση Γεωµετρικού Τόπου σηµείου Σ. 

y 

Λ Μ Κ 

Α΄ x x΄

Σ 

y΄ 

3.  (ε): xψ λ β= + .  

Για Α(α,α) ⇒ α = λ·α+β ⇒ β=α-αλ ⇒  
(ε): ψ=λχ+α-αλ  

Γ: 0 αλ αψ χ
λ
−

= ⇒ =  ⇒ ,0αλ α
λ
−⎛ ⎞Γ  ⎜ ⎟

⎝ ⎠

∆: χ=0 ⇒ ψ=α-αλ ⇒ ∆(0,α-αλ) ⇒ (ΟΓ) = 

y

x

(ε)

Γ

∆

O

Α(α,α)

αλ α
λ
−  

⇒ (ΟΓ) = αα
λ

− ,  (Ο∆)=α-αλ ⇒ S=(ΟΓ)+(Ο∆) 
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⇒ aS a a aλ
λ

= − + − ⇒ 2

dS
d

α α
λ λ
= − ,  0dS

dλ
=  ⇒  

α-αλ²=0 ⇒ λ²=1 ⇒ λ=±1 

Άρα για λ=1 παρουσιάζει τοπικό ελάχιστο δηλ.  

Smin= 4α 

-1

4. (α) Ω={α,β,γ,δ} ⇒ Ρ(α)+Ρ(β)+Ρ(γ)+Ρ(δ)=1⇒ ( )1 1 2 1
10 5 5

P δ+ + + = ⇒ ( ) 3
10

δ =P  

(β)  Ω={0,1,2,3, ... , 13} ⇒ Ρ(0) + Ρ(1) + Ρ(2) + ... + Ρ(13) = 1 ⇒  

( ) ( )
13

1
0 1P

κ

κ
=

= − Ρ∑ = ( )13

1

1
1

1000κ

κ κ

=

+
−∑ =

213

1
1

1000κ

κ κ
=

+
−∑ = 

13 13
2

1 1

1 11
1000 1000κ κ

κ κ
= =

− −∑ ∑ = 

    = 1 13 14 27 1 13 141
1000 6 1000 2

⋅ ⋅ ⋅
− ⋅ − ⋅ = 819 911

1000 1000
− −  = 9

100
 

5. u x du dxπ= − ⇒ = −   , 
0

0
x
u

π
π

 

( )
0

I x f x dx
π

ηµ= ⋅∫ ⇒ ( ) ( )( )
0

I u f u du
π

π ηµ π= − − ⋅ −∫ ⇒ ( ) ( )
0

I u f u du
π

π ηµ= − − ⋅∫

( ) ( )
0 0

I f u du u f u d
π π

π ηµ ηµ= − ⋅∫ ∫ u
π

π ηµ⇒ ( )
0

I f u du I= −∫ ( )
0

I⇒ 2 f u du
π

π ηµ= ∫ ⇒ 

( )
02

I f u d
ππ ηµ= ∫ u ⇒ ( )

02
I f x d

ππ ηµ= ∫ x . 

3 3 3 3

2 2 2 2
0 0 0 01 2 2 2 2 1

x x x x x xdx dx dx dx
x x x

π π π πηµ ηµ π ηµ π ηµ
συν ηµ ηµ συν

= = =
+ − − +∫ ∫ ∫ ∫ x

=  

= ( )
2

2
02 1

x d x
x

ππ ηµ συν
συν+∫ = ( )

2

2
0

1 2
2 1

x d x
x

ππ συν συν
συν

+ −
+∫  

( ) ( )
2

0 0

2
2 2 1

π π συνπ πσυν
συν

= −
+∫ ∫

d x
d x

x
 = ( )

0
02

π
ππ συν π τοξεφ συνχ− ⋅x = 

( ) (. 0 . 0
2 2

)π πσυνπ συν π τοξεφ συνπ π τοξεφ συν= ⋅ − − ⋅ + =

( )1 .
2 2

1π π π τοξεφ π τοξεφ= − − − ⋅ − +  = 
2 2

4 4
π ππ− + +  = 

2

2
π π−  

dS
dλ

S

0 +1 λ 

0 0 – + + – 
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ΕΞΕΤΑΣΕΙΣ ΓΙΑ ΤΑ ΑΝΩΤΕΡΑ ΚΑΙ ΑΝΩΤΑΤΑ ΕΚΠΑΙ∆ΕΥΤΙΚΑ Ι∆ΡΥΜΑΤΑ 

Μάθηµα : ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Για αποφοίτους Τεχνικών Σχολών)  Ιούλιος 2003 

Χρόνος: 3 Ώρες  

ΜΕΡΟΣ Α: Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. Κάθε µια από τις 10 ασκήσεις βαθµολογείται 
µε 5 µονάδες 

1. Να βρείτε την παράγωγο της συνάρτησης y= x3-4x2+x+3. 

2. Να υπολογίσετε το   
−

→

+ −x x

x 0

e e 2lim
ηµx

. 

3. Να υπολογίσετε το ολοκλήρωµα  

2

2

1

2x+1 dx
x +x∫ . 

4. ∆ίνεται ο κύκλος  x2+y2+6x-2y-15=0. Να βρείτε: α) Της συντεταγµένες του κέντρου 
και την ακτίνα του κύκλου. β) Τη θέση του σηµείου Β(3, 1) ως της τον κύκλο  γ) 
Την εξίσωση της κάθετης  του κύκλου στο σηµείο του Α(0, 5). 

5. Αν ο έκτος  όρος του διωνύµου ( )+
122x β   είναι ο  να βρείτε τον όρο β 

του διωνύµου. 

912
32 x

5
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

6. Αν y=xΤοξεφx να δείξετε ότι ( )2 2 2dyx 1 x x (1 x ).y
dx

+ = + +  

7. α) Να βρείτε το πλήθος των αναγραµµατισµών της λέξης ΑΡΙΘΜΟΙ. β) Πόσοι από 
αυτούς έχουν όλα τα σύµφωνα  µαζί; 

8. Nα βρείτε το ολοκλήρωµα  2ηµ 5xσυν3x dx∫
9. Το  χωρίο Β, περικλείεται από την καµπύλη y=3αx2, α>0,  τον άξονα των x και της 

ευθείες x=1 και x=2. Ο όγκος που παράγεται από την πλήρη περιστροφή του χωρίου 

Β γύρω από τον άξονα των x είναι  2511π
5

 κυβικές µονάδες. α) Να δείξετε ότι η 

καµπύλη είναι η y=9x2. β) Να βρείτε το εµβαδόν  του χωρίου Β. 
10. O ρυθµός µεταβολής του όγκου του κύβου είναι 6 . Να βρείτε το ρυθµό 

µεταβολής της επιφάνειας του κύβου κατά τη χρονική στιγµή που η ακµή του κύβου 
είναι ίση µε 3 cm. 

3cm / sec

ΜΕΡΟΣ Β:  Να λύσετε όλες τις ασκήσεις. Κάθε µια από τις 5 ασκήσεις βαθµολογείται µε 
10 µονάδες. 

1. ∆ίνεται η συνάρτηση f  µε τύπο 
2

2
xf(x)
x 1

1+
=

−
. α) Να βρείτε το πεδίο ορισµού, τα 

σηµεία τοµής µε τους άξονες και τις εξισώσεις των ασύµπτωτών της. β) Να µελετή-
σετε τη συνάρτηση ως της τη µονοτονία της και να βρείτε τα τοπικά ακρότατα της. 
γ) Να κάµετε τη γραφική παράσταση  της συνάρτησης. δ) Να βρείτε την  εξίσωση 
της εφαπτοµένης της στο σηµείο της µε χ = 2. 
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2. α)  Να δείξετε ότι ηµ8x+ηµ6χ=2συνx.συν(90-7x). β)  Να βρείτε της λύσεις της εξί-
σωσης συν4x+συν2x=ηµ8x+ηµ6x για της οποίες o ox 0 , 90⎡ ⎤∈ ⎣ ⎦  

3. Να βρείτε το ολοκλήρωµα 
3ηµ x

2 συνx+∫ , χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση 

x uσυν =  
4. ∆ίνονται οι κύκλοι  Κ1: x2+y2-6x-8y+21=0  και  Κ2: x2+y2=9   µε κέντρα Λ και Μ 

αντίστοιχα. α) Να δείξετε ότι οι κύκλοι Κ1, Κ2 εφάπτονται εξωτερικά. β) Να βρείτε 
την εξίσωση του κύκλου Κ3 που έχει διάµετρο την ΛΜ. γ) Να δείξετε ότι ο κύκλος 
Κ3 αποκόπτει από τον άξονα των y χορδή ίση µε 4 µονάδες. 

5. Nα βρείτε στη µορφή y=f(x) τη γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης 
2 xdyx lnx y x e

dx
+ =  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΜΕΡΟΣ Α 

1. y= x3-4x2+x+3 ⇒   y΄=3x2-8x+1 

2. L = 
x x

x 0

e e 2lim
ηµx

−

→

+ − =
0 0e e 2 0
ηµ0 0

−+ −
=  (απροσδιόριστη µορφή) 

⇒
( )

( )

− −

→ →

+ − − −
= = =

x x x x

x 0 x 0

e e 2 ' e e 1 1L lim lim 0
ηµx ' συνx 1

=   

3. ′+ +
=

+ +∫ ∫
2 2 2

2 2
1 1

2x 1 (x x)dx dx
x x x x

 = ⎡ ⎤+ = − =⎣ ⎦
22

1
ln x x ln6 ln2 ln3  

4. (α)  x2+y2+6x-2y-15=0   ⇒ Κ( -3, 1) ,  = − + + = =2 2R ( 3) 1 15 25 5  

β)   32+12+6.3-2.1-15=9+1+18-2- 15=11>0 Το σηµείο είναι έξω από τον κύκλο. 

γ)   ′ ′ ′ ′+ + − = ⇒ − = − −2x 2yy 6 2y 0 2yy 2y 2x 6 2x 6 x 3y
2y 2 1 y
− − +′⇒ = =

− −
          

εφ
0 3 3 3λ
1 5 4 4
+

⇒ = = = −
− −

   ⇒ =καθ
4λ
3

 

εξ. καθέτου:  − = − ⇒ − = ⇒ − = −
4y 5 (x 0) 3y 15 4x 4x 3y 15
3

 

5.  ,  Τ( +
122x β) β

5
−⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

14 512
x .β

5
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

6 =  , ⇒    912
32 x

5
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2 12 5 5
6

12
T (x ) .

12
5

⎛ ⎞
⇒ ⎜ ⎟

⎝ ⎠
14 5 12

x β 32
5

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
9x    14 5 9x β 32x⇒ = 5

5
32 2β β
x x

⇒ = ⇒ =    
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6. Αν y=xΤοξεφx ⇒ 2
dy 1Tοξεφx+x.
dx 1+x

=  

( )2 2 2
2

dy xx 1 x x(1 x ). Tοξεφx+ x(1 x ).Tοξεφx+x
dx 1+x

⎡ ⎤+ = + = +⎢ ⎥⎣ ⎦
2  

[ ]2 2 2(1 x ). xTοξεφx x (1 x ).y x= + + = + + 2  

7.   Α, Ρ, Ι, Θ, Μ, Ο, Ι.  

(α)  Όλα τα σύµφωνα  µαζί ⇒ =
7! 2520
2!

,        β)   5!.3!
2!

 = 360  

8. 2ηµ 5xσυν3x dx∫
1 συν10x συν3x dx

2
−

= ∫  ( )1 συν3x -συν10x.συν3χ dx
2

=  ∫

( )1 1συν3x dx - συν13x+συν7x dx
2 4

= ∫ ∫
1 1 1ηµ3x- ηµ13x- ηµ7x+c
6 52 28

= .  

9.  y=3αx2, α>0, τον άξονα των x, x=1 και x=2.  ΟΧ, V= 2511π
5

. 

 

Β 

α) 
22 5

2 4 2

1 1

xV π 9α x dx π 9α
5

⎡ ⎤
= = ⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫   

2
2 232 1 279απ 9α . 9α . π

5 5 5
⎡ ⎤= − =⎢ ⎥⎣ ⎦

  κ.µ. 

⇒
2279α π

5
2511= π

5
2α 9 α=3⇒ = ⇒   (α>0) ⇒  y=9x2

β) Ε=
22 3 22 3

1
1 1

x9x dx 9 3x
3

⎡ ⎤
⎡ ⎤= =⎢ ⎥ ⎣ ⎦

⎣ ⎦
∫   3.8 3.1 21= − =   τ.µ. 

10. 3 2  2dV dV dtV α 3α . 3α
dα dt dα

= ⇒ = ⇒ =  ⇒  
2

2dt dt α3α
dα dα 2

= ⇒ =6.  

2 dE dE dtE 6α 12α 12α
dα dt dα

= ⇒ = ⇒ =  
2dE α dE 24. 12α 

dt 2 dt α
⇒ =  ⇒ =
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      Αν α=3 cm  
2dE 24 cm8 secdt 3

⇒ = =  

ΜΕΡΟΣ Β 

1. 
2

2
x 1f(x)
x 1

+
=

−
.  

α) Π.Ο.  { }x R 1, 1∈ − − ,    Αν x=0     (0,  -1),  ∆εν τέµνει τον άξονα των x y⇒ = −1
2

2x 1

x 1 2lim
x 1 0+ +→

+
= = +

−
∞ ,      

2

2x 1

x 1 2lim
x 1 0− −→

+
= = −∞

−
  ⇒x=1    K.A,   οµοίως χ= -1    

Κ.Α. 
2

2x

x 1lim 1 y 1
x 1→±∞

+
= ⇒ =

−
     Ο. Α. 

x  −∞  -1  0  +1 +∞  
dy
dx

 + || + 0 – || – 

y   ||  -1  ||  

Τ.Μ. Τοπικό Μέγιστο (0,  -1) 

β) 
2 2 3 3

2 2 2 2
2x(x 1) 2x(x 1) 2x 2x 2x 2xf (x)

(x 1) (x 1)
− − + − − −′ = =

− − 2 2
4x

(x 1)
−

=
−

 

 f (x) 0 4x 0 x 0′ = ⇒ − = ⇒ =

γ)  
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δ) Αν x=2  y=⇒
5
3

  εφ 2 2
4.2 8λ

(2 1) 9
− −

⇒ = =
−

  ⇒  εξ. Εφαπτοµένης  y- 5
3

= 8
9

− (x-2)  

8x+9y=31 ⇒

2. α)  Α.Μ.= ηµ8x+ηµ6x=2ηµ7x συνx=2συν(90o-7x)συνx = Β.Μ 

      β)  συν4x+συν2x=ηµ8x+ηµ6x  4x+2x 4x-2x2συν συν 2συνx.συν(90-7x)
2 2

⇒ =  

         o2συν3x.συνx=2συνx.συν(90 -7x)⇒ oσυνx[συν3χ-συν(90 -7x)]=0⇒

     ⇒ ⇒ ,  o o oσυνx=0 συνχ=συν90  x 360 k 90⇒ = ± k Z∈  

     ή  o oσυν3x=συν(90 -7χ) 3x=360 k (90 -7x)⇒ ± o

3x 360 k 90 7x  10x=360 k+90  x=36 k+9+ − ⇒ ⇒ k Z∈

x 360 k 90 7x 4x 360 k 90 x 90 k 22,5= − + ⇒ − = − ⇒ = − + ∈

      ⇒ = ,   o o o o o o

      ή 3 ,  k Z  o o o o o o

          Αν k=0  x= 90o,  x=9o,   x=22,5o
,   Αν k=1   x=45o,   Αν k=2   x=81o    

3. 
3ηµ x

2 συνx+∫ ,  συ   νx=u  -ηµxdx=du  ⇒

3 2ηµ x ηµ x.ηµx (1 u ) dx dx du
2 συνx 2+συνx 2 u

−
⇒ = = −

+ +∫ ∫ ∫
2

           

2u 1 3du u 2 du
2 u 2 u
− ⎛ ⎞= = − +⎜ ⎟+ +⎝ ⎠∫ ∫  

2u 2u 3ln 2 u c
2

= − + + +                                                          

2συν x 2συνx+3ln 2+συνx c
2

= − +  

4.  Κ1: x2+y2-6x-8y+21=0  και  Κ2: x2+y2=9       

         α)  Κ1:  Λ(3, 4)  ,  1R 9 16 21 4 2= + − = =  µ.  Κ2:  Μ(0, 0)     R2=3 µ.  

         (ΛΜ)= 2 2(3 0) (4 0) 25 5− + − = = 1 2R R (ΛΜ)⇒ + = ⇒ εφάπτονται εξωτερ. 

         β) Λ M
µεσου

x x 3 0 3x
2 2 2
+ +

= = = ,    Λ M
µεσου

y y 4 0y 2
2 2
+ +

= = =  

        Κέντρο του Κ3  
3 , 2
2

⎛
⎜
⎝ ⎠

⎞
⎟   και R= 5

2
 µ. 9 25c 4

4 4
⇒ = + − = 0  

 84 Κυπριακή Μαθηματικη Εταιρεία



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ (Για αποφοίτους Τεχνικών Σχολών)                    Ιούλιος 2003 

       Εξίσωση κύκλου Κ3:  x2+y2-3x-4y=0 

       γ) Αν x=0  ⇒  y2-4y=0   ⇒  y=0  και  y=4  ⇒  χορδή = 4 µονάδες. 

5. 2 xdyx lnx y x e
dx

+ =  , 2 xdyx lnx y x e
dx

+ =   
xdy y xe

dx xlnx lnx
⇒ + =  

   
1 dx ln(ln x)x ln xI(x) e e lnx∫= = =  

xdy y xelnx .lnx
dx x lnx lnx

⇒ + = lnx       

       x xlnx.y xe dx xd(e )⇒ = =∫ ∫ x x x xxe e dx xe e c= − = − +∫  ⇒  y=
x xx.e e c
lnx
− + .  
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΛΕΥΚΩΣΙΑΣ   

“ Ιάκωβος Πατάτσος”   Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

∆εκέµβριος 2002                              ∆ιάρκεια 3 ώρες 

Επιµέλεια: Σάββας Αντωνίου – Νικόλας Γιασουµή 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα: 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Στο επίπεδο θεωρούµε τα σηµεία Α (κσυνφ, ληµφ), Β (κηµφ, -λσυνφ) και    
Γ (κ, λ), όπου ,κ λ ∈ και 0 < φ < π. Για ποιες τιµές του φ τα Α, Β, Γ είναι συνευθειακά;  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Μια συνάρτηση  έχει την ιδιότητα : →f ( )( ) 2= +f f x x . 

            (α)Να αποδείξετε ότι η  είναι ένα- προς- ένα (1-1). f

            (β)Να λύσετε την εξίσωση 2( ) (2 3)= +f x f x . 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Να λύσετε το σύστηµα 1 3 1 4 12
2 1 2 1 3
x y x y
x y

ω+ − +
= =

+ −
= , όπου , ,x y ω ∈ . 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  ∆ίνεται ο κύκλος (Ο,R). Αν ΑΒ, Γ∆ είναι δύο κάθετες χορδές του που 
τέµνονται στο σηµείο Ρ, να δείξετε ότι: 

(α) 2 2 2 2 4 2RΡΑ +ΡΒ +ΡΓ + Ρ∆ =  

(β) 2 2 2 2 8 2RΑΓ + ΓΒ +Β∆ + ∆Α = . 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  (α) Να δείξετε ότι το άθροισµα των αποστάσεων τυχαίου σηµείου Μ της 
βάσης ισοσκελούς τριγώνου ΑΒΓ, από τις ίσες πλευρές του, είναι σταθερό και ίσο µε ένα 
από τα ίσα ύψη του. 

(β) Να δείξετε ότι το άθροισµα των αποστάσεων τυχαίου εσωτερικού σηµείου Μ, 
ισόπλευρου τριγώνου ΑΒΓ, από τις πλευρές του, είναι σταθερό και ίσο µε το ύψος 
του. 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  (Α΄ ΤΡΟΠΟΣ) 

Για να είναι τα σηµεία Α, Β, Γ συνευθειακά πρέπει: λΑΒ=λΒΓ. 

( )
( )

λσυνφ ληµφ λ συνφ ηµφλ λ
κηµφ κσυνφ κ ηµφ συνφΑΒ ΑΒ
− − − +

= ⇒ =
− −

  

(1 )
(1 )

λ λσυνφ λ συνφλ λ
κ κηµφ κ ηµφΒΓ ΒΓ
+ +

= ⇒ =
− −

,  ( ) (1
( ) (1

)
)

λ συνφ ηµφ λ συνφλ λ
κ ηµφ συνφ κ ηµφΑΒ ΒΓ
− + +

= ⇒ =
− −

 

( )(1 ) ( )(1 )συνφ ηµφ ηµφ ηµφ συνφ συνφ⇒ − + − = − +  
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2 2συνφ ηµφσυνφ ηµφ ηµ φ ηµφ ηµφσυνφ συνφ συν φ⇒ − + − + = + − −  

2 2 1 62 0 1 2 0 2 1
52

6 6

πφ
ηµ φ συν φ ηµφ ηµφ ηµφ ηµφ

π πφ π

⎧ =⎪⎪⇒ + − = ⇒ − = ⇒ = ⇒ = ⇒ ⎨
⎪ = − =
⎪⎩

 

Β’ ΤΡΟΠΟΣ        Για να είναι τα σηµεία Α, Β, Γ συνευθειακά πρέπει: 

2 2

2 2

1
1 0 ( ) ( ) 0
1

0
2 0

1 61 2 0 2 1
52

6 6

κσυνφ ληµφ
κηµφ λσυνφ κσυνφ λσυνφ λ ληµφ κηµφ κ κληµφ κλσυνφ
κ λ

κλσυν φ κλσυνφ κληµ φ κληµφ κληµφ κλσυνφ

συν φ ηµ φ ηµφ
πφ

ηµφ ηµφ ηµφ
π πφ π

− = ⇒ − − − − + +

⇒− − − + + + =

⇒− − + =

⎧ =⎪⎪⇒ − + = ⇒ = ⇒ = ⇒⎨
⎪ = − =
⎪⎩

=

 

 (α) Έστω ( ) ( )f a f β=  τότε ( ( )) ( ( )) 2 2f f f fα β α β α β= ⇒ + = + ⇒ = ⇒  η 
συνάρτηση είναι 1-1.  

(β)  2( ) (2 3)= +f x f x 2 22 3 2 3 0 ( 3)( 1) 0 3,x x x x x x x x⇒ = + ⇒ − − = ⇒ − + = ⇒ = =−1

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..   

1 3 1 4 12
2 1 2 1 3
x y x y
x y

ω+ − +
= = =

+ −
⇒  

1 11 (2 1) 1 2 2 1
2 1 1 2
x x x x x x x x
x

ωω ω ω ω ω ω
ω

+ −
= ⇒ + = + ⇒ + = + ⇒ − = − ⇒ =

+ −
 

3 1 13 1 (2 1) 3 1 2 3 2 1
2 1 3 2

y y y y y y y y
y

ωω ω ω ω ω ω
ω

− −
= ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ − = − ⇒ =

− −
 

4 12 1 14 12 3 4 12 3
3 1 2

x y x y
3 2

ω ωω ω ω
ω ω

+ −
= ⇒ + = ⇒ + =

−
− −

 

(4 4)(3 2 ) (12 12 )(1 2 ) 3 (1 2 )(3 2 )ω ω ω ω ω ω⇒ − − + − − = − − ω    

3 2 2

2

12 40 25 0 (12 40 25) 0
5 50 12 40 25 0 (6 5)(2 5) 0 ,
6 2

ή

ω ω ω ω ω ω

ω ω ω ω ω ω ω

⇒ − + = ⇒ − + =

⇒ = − + = ⇒ − − = ⇒ = =
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0 1 1
1 00
1 0 1
3 0 3

x x

y y
ν ω

−⎧ = ⇒ = −⎪⎪ −Α = ⇒ ⎨ −⎪ = ⇒ =
⎪ −⎩

 ,     

5 11 16 6
5 4 41 2( )5 6 6
5 16 1 16 6
5 8 83 2( )
6 6

x x

y y

ν ω

−⎧ −⎪
x

y

= ⇒ = ⇒ =⎪ −⎪ −
⎪Α = ⇒ ⎨
⎪ −
⎪ = ⇒ = ⇒ =⎪

−⎪⎩

 

5 31 32 2
5 4 81 2( )5 2 1
5 32 1 32 2
5 4 43 2( )
2 2

x x x

y y

ν ω

⎧ −⎪
= ⇒ = ⇒ =⎪ −⎪ −

⎪Α = ⇒ ⎨
⎪ − −
⎪ = ⇒ = ⇒⎪

− −⎪⎩

y

−

=

 ,   1 1 1 5 3 3( , , ) ( 1, ,0) , ( , , ), ( , , )
3 4 8 6 8 4

x y ω = − −
5
2

 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..   

(α) Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΡΓ και ΒΡ∆ έχουµε:   

ΡΑ2+ΡΓ2=ΑΓ2 (1) και ΡΒ2+Ρ∆2=∆Β2 (2)  

Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε:  

ΡΑ2+ΡΓ2+ ΡΒ2+Ρ∆2= ΑΓ2+ ∆Β2 (3) 

Φέρουµε τη διάµετρο ΒΕ, οπότε ΑΕ//Γ∆, διότι ΑΕ⊥ΒΑ 
και Γ∆⊥ΒΑ, άρα τα τόξα ΑΓ και ∆Ε είναι ίσα αφού 
περιέχονται ανάµεσα σε παράλληλες χορδές. Εποµένως 
και οι αντίστοιχες χορδές είναι ίσες ΑΓ=∆Ε. 
Αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε: 

ΡΑ2+ΡΓ2+ ΡΒ2+Ρ∆2= ∆Ε2+ ∆Β2 ⇒ 

ΡΑ2+ΡΓ2+ ΡΒ2+Ρ∆2= ΒΕ2 ⇒ 

Από το ορθογώνιο τρίγωνο Β∆Ε προκύπτει:ΡΑ2+ΡΓ2+ ΡΒ2+Ρ∆2= (2R)2 =4R2 

(β) Από τα ορθογώνια τρίγωνα ΑΡΓ, ΓΡΒ, ΒΡ∆ και ∆ΡΑ έχουµε: 

ΑΓ2=ΡΑ2+ΡΓ2
 ,    ΓΒ2=ΡΒ2+Ρ∆2 ,    Β∆2=ΡΒ2+Ρ∆2 ,   ∆Α2=Ρ∆2+ΡΑ2

Προσθέτοντας κατά µέλη τις ισότητες έχουµε:   

ΑΓ2+ ΓΒ2+ Β∆2+ ∆Α2= 2(ΡΑ2+ΡΓ2+ ΡΒ2+Ρ∆2) ⇒   

ΑΓ2+ ΓΒ2+ Β∆2+ ∆Α2= 2(4R2)= 8R2

Ο

Β

Α

Ρ ∆Γ

Ε

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..   

(α) Φέρουµε την ΜΗ//ΑΓ. Το τετράπλευρο ΜΕΖΗ είναι ορθογώνιο, άρα ΜΕ=ΗΖ (1). 
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Συγκρίνουµε τα ορθογώνια τρίγωνα ΒΜΗ και ΒΜ∆: ΒΜ κοινή πλευρά, οι γωνίες 
∆ΒΜ=ΒΜΗ (=ΜΓΕ), άρα Μ∆=ΒΗ (2). 

Προσθέτοντας τις (1) και (2) έχουµε: Μ∆+ΜΕ=ΒΗ+ΗΖ=ΒΖ   

Α

Β ΓΜ

∆
Ε

Η Ζ

             

Α

Β Γ

Μ
Κ Λ

∆
Ζ

Ν

Ι

Ε

Θ

 

(β)  Φέρουµε από το Μ την ΚΛ//ΒΓ, έτσι το ΑΚΛ είναι ισόπλευρο.  

Με βάση το ερώτηµα (α) Μ∆+ΜΕ=ΚΘ=ΑΙ (1) 

Επίσης ΜΕ=ΙΝ (2) (αποστάσεις µεταξύ παραλλήλων ευθυγράµµων τµηµάτων) 

Από τις (1) και (2) συνεπάγεται ότι Μ∆+ΜΕ+ΜΖ=ΑΙ+ΙΝ=ΑΝ 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΛΕΜΕΣΟΥ   

“ ΑΝ∆ΡΕΑΣ  ΒΛΑΜΗΣ ”   Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 ∆εκέµβριος 2002                          ∆ιάρκεια 3 ώρες 

Επιµέλεια: Μάριος Ευσταθίου – Θεόκλητος Παραγυιού 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα: 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Σε ορθογώνιο σύστηµα αξόνων δίνεται η ευθεία ( ) 04yx2ε =−+  και τα 

σηµεία  Α, Β της τοµής της µε  τους άξονες Οx  και Οy  αντίστοιχα . Έστω  . Από 
το σηµείο Γ φέρουµε τις ευθείες 

( )εΟΓ⊥
( )ε1  και ( )ε2  παράλληλες προς τους άξονες που τέµνουν  

τις Οx  και Οy στα σηµεία ∆ και Ε αντίστοιχα. Αν ( )εΑΖ 1⊥   και  να αποδείξετε 
ότι οι ευθείες ΗΖ ,ΒΓ και Ε∆ περνούν  από το ίδιο σηµείο.  

( )εΒΗ 2⊥

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  ∆ίνεται κύκλος  διαµέτρου ΑΒ.Φέρουµε την εφαπτόµενη (ε) του κύκλου στο 
σηµείο Α. Έστω Γ σηµείο της (ε) και Γ∆ το εφαπτόµενο τµήµα στον κύκλο (∆ σηµείο 
επαφής).Φέρουµε  ∆Ε⊥ΑΒ ,και Ν το σηµείο τοµής της ∆Ε µε την ΒΓ. Να δείξετε ότι  το 
εµβαδόν του τριγώνου Α∆Ε είναι διπλάσιο του εµβαδού του τριγώνου ∆ΝΓ. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Να δείξετε ότι:  (α) Για κάθε Rβ,α ∈  ισχύει: ( ) ( )βαβα2
222 +≥+  

(β)Να αποδείξετε ότι:( ) ( ) 2
25

xτεµxσυνxστεµxηµ 22
2

22
2

≥+++  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 12λ+5, 0λ∈  δεν µπορεί να γραφεί στην µορφή  

 , .  2κ5λ12 =+ Ζκ∈

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  (α) Να λύσετε το παρακάτω σύστηµα 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=
+

=+
+

1α
y2x

y

αy
yx2

1

 εκφράζοντας το ζεύγος 

των λύσεων (x,y) συναρτήσει του α∈ .  (β) Αν ( )1,2α∈  να  βρεθεί η τιµή του  ώστε 

η παράσταση 

α

x
y

y
x
+  να γίνεται  ελάχιστη. 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Η ευθεία ΑΒ: 04yx2 =−+  έχει κλίση 2λΑΒ −= . 

Επειδή
2
1λΑΒΟΓ ΟΓ =⇒⊥ .    Εξίσωση  ΟΓ: 0y2xx

2
1y =−⇒= . 
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  Σηµείο Γ: .
5
4,

5
8Γ

5
4y
5
8x

0y2x
4yx2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⇒

=

=
⇒

⎭
⎬
⎫

=−
=+

 

 Αφού  
2
1λ0,

5
8∆,

5
4,0Ε Ε∆ −=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Εξίσωση Ε∆: 810yx5x

2
1

5
4y =+⇒−=−  

  Αφού  8λ
5
4,2Ζ,4,

5
8Η ΗΖ −=⇒⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ . Εξίσωση ΗΖ: 84y5x40 =+    

 Σηµείο τοµής ΑΒ ,Ε∆  
15
32xκαι

15
4y

8y10x5
4yx2

=−=⇒
=+
=+

 

Άρα το  κοινό σηµείο των ΑΒ ,Ε∆ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

15
4,

15
32  που επαληθεύει την ευθεία ΗΖ  είναι το 

κοινό σηµείο των ευθειών ΗΖ,ΒΓ και Ε∆.  

x

y

-6 -4 -2 0 2 4 6

-4

-2

0

2

4

 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Προεκτείνω την Β∆ που συναντά την ΑΓ στο Ζ.  

  ΑΒ διάµετρος ⇒ γωνοίτρ90Β∆Α ο ⇒=  Α∆Γ ορθογώνιο. Αφού Γ∆, ΓΑ εφαπτόµενα  
τµήµατα από το Γ   Γ∆=ΓΑ. ⇒

  Ο κύκλος µε διάµετρο το ΑΖ έχει κέντρο το Γ και περνά απο το ∆ (αφού ΑΓ=Γ∆). 
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 Έτσι ΖΓ=ΑΓ.(1)    Αφού  ∆Ε//ΑΖ (κάθετες στη ίδια ευθεία) έχουµε: 

ΝΕ∆Ν
ΒΓ
ΒΝ

ΓΑ
ΝΕ

ΖΓ
∆Ν

ΒΓΑ.τριγΒΝΕ.τριγ
ΒΖΓ.τριγΒ∆Ν.τριγ

=⇒==⇒
⎭
⎬
⎫

≈
≈

 

Άρα το τρίγωνο ∆ΕΑ έχει εµβαδόν διπλάσιο του τριγ. ∆ΝΓ αφού έχουν ίσα ύψη και η 
βάση του τριγ. ∆ΕΑ είναι διπλάσια της βάσης του Γ∆Ν. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  (α)   ,    ( ) ( )222 βαβα2 +≥+ ( ) ( ) αβ2βαβα 222 −+=+  

 ( )   .Προσθέτοντας τις δύο τελευταίες σχέσεις έχουµε: ( ) αβ2βαβα 222 +−=+

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2222222 βαβα2βαβαβα2 +≥+⇒−++=+   (1). 

(β) Χρησιµοποιώντας την (1) έχουµε: 

( ) ( ) ( )

2
25

1
41

2
1

x2ηµ
41

2
1

xσυνxηµ4
41

2
1

xσυνxηµ
11

2
1

xσυν
1

xηµ
11

2
1

2
xτεµxσυνxστεµxηµxτεµxσυνxστεµxηµ

22

2

2

22

2

22

2

22

22222
222222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++=

=
+++

≥+++

 

αφού   1
x2ηµ

1
2 ≥ . 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Έστω  ότι  ο  , 5λ12 + 0λ∈  γράφεται σαν τετράγωνο ακεραίου. 

2κ5λ12 =+  (1),  τότε  αφού κ∈ 5λ12 +  περιττός  κ  περιττός , ⇒ 1µ2κ +=⇒ µ∈  
(2) 

Από τις  (1) και (2) έχουµε:   ( )2 212 5 2 1 12 5 4 4 1⇒ λ+ = µ + ⇒ λ + = µ + µ + ⇒

( )( ) ( )2 212 4 4 4 3 1 3 1 1 3λ = µ + µ − ⇒ λ = µ +µ − ⇒ λ = µ − µ + +µ  

Όµως οι αριθµοί  1µ− , µ ,  είναι διαδοχικοί ακέραιοι άρα ένας απο αυτούς διαιρείται 
µε  3. 

1µ+

Αν  3/µ τότε  ο 3 δεν διαιρεί τον  ( )( )1µ1µ +−  άρα δεν ισχύει η (3). 

Αν ο 3/το µ-1 ή µ+1 τότε ο 3 δεν διαιρεί τον µ και άρα δεν ισχύει η (3). 

Καταλήξαµε σε άτοπο άρα   .κ5λ12 2≠+

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  (α) Οι  , y
yx2

1
+

  έχουν άθροισµα   και  γινόµενο α 1α −  άρα είναι ρίζες της     

εξίσωσης : 
( )

=
−±

=
−−±

=⇒=−+−
2

2αα
2

1α4αα
ω01ααωω

2

2,1
2  
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               ( ) 1ω
2

2αα
1 =⇒

−±
=  και  1αω2 −= . 

Άρα έχουµε: Αν 1y =     τότε  ( )1α2
α2x
−
−

= ,   Αν  1-αy =  τότε  
2
α2x −

= . 

Εποµένως οι λύσεις του συστήµατος είναι: ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
− 1,

1α2
α2   (1) και ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− 1α,
2
α2  (2) 

 (β)  Από (1) και (2)  ( )1α2
α2

y
x

−
−

=  και  ( )
α2
1α2

x
y

−
−

=  . 

  Τα  
y
x  και 

x
y  θετικά αφού   (3) . ( ) 0xy1,2α >⇒∈

Άρα  έχουµε: 2
x
y

y
x2

xy
xy2

xy
yx

x
y

y
x 22

≥+⇒=≥
+

=+  (4) 

Από την σχέση (4) η ελάχιστη τιµή της  0xy2yx2
x
y

y
x 22 =−+⇒=+  

Άρα  ( ) ( ) 3
4α4α32α2α21

1α2
α2yx0yx 2 =⇒=⇒−=−⇒=
−
−

⇒=⇒=− . 
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ 

ΛΑΡΝΑΚΑΣ – ΑΜΜΟΧΩΣΤΟΥ   

“ΠΕΤΡΑΚΗΣ ΚΥΠΡΙΑΝΟΥ ”   Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 ∆εκέµβριος 2002                                                                                   ∆ιάρκεια 3 ώρες 

Επιµέλεια: Ανδρέας Σαββίδης – Ανδρέας Φιλίππου 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα: 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Να δείξετε ότι:  
2 4 8 16 32

65 65 65 65 65 65 64
1π π π π π πσυν συν συν συν συν συν⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ =  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  ∆ίνεται ισοσκελές ορθογώνιο τρίγωνο ΑΒΓ  ( ) µε κάθετες πλευ-
ρές 2α. Ο κύκλος 

ˆ 90A =
( ),B BΓ  τέµνει την προέκταση της ΒΑ στο ∆. Η εφαπτοµένη του 

κύκλου αυτού στο ∆ τέµνει τη προέκταση της ΒΓ στο Ε. Να φέρετε ευθεία από το Β, 
που να σχηµατίζει γωνία 30° µε την Β∆, µέσα στο τρίγωνο ΑΒΓ και που τέµνει τον 
κύκλο ( ),B BΓ  στο Η και την ∆Ε στο Ζ.   Να υπολογίσετε: α) το µήκος ΗΖ και  β) 
το εµβαδόν του µικτογράµµου χωρίου ΓΕΖΗ.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  α) Να αποδειχθεί ότι: ( ) ( )2 24 24 1 1 1 2x x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = − + ⋅ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

β) Να αποδειχθεί ότι: 

4 4 4 4

4 4 4 4

1 1 1 11 3 5 ... 19
14 4 4 4

1 1 1 1 8412 4 6 ... 20
4 4 4 4

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  ∆ίνεται η συνάρτηση  µε :f → ( )
1 22 x x

x x

af x
a

β
β

+ + 1− −
=

+
 όπου ,a β  

θετικοί µε 1a aβ β+ < + . Να υπολογίσετε το ( )lim
x

f x
→∞

.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο µε ΑΒ=ΑΓ=5 και ΒΓ=6. Σηµείο ∆ βρίσκεται 
στην πλευρά ΑΓ και Ρ σηµείο του Β∆ έτσι ώστε 90AΡΓ = . Αν A BΒΡ = ΓΡ , να υ-
πολογίσετε τον λόγο .  :A∆ ∆Γ

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..   

2 4 8 16 3
65 65 65 65 65 65

2π π π π πσυν συν συν συν συν συν⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π  = 
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2 4 8 16 3
65 65 65 65 65 65 65

65

2π π π π π πηµ συν συν συν συν συν συν

πηµ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π

 = 

1 2 2 4 8 16 3
2 65 65 65 65 65 6

65

2
5

π π π π πηµ συν συν συν συν συν

πηµ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π

 = 

1 4 4 8 16 32
2 65 65 65 65 65

2
65

π π π πηµ συν συν συν συν

πηµ

⋅ ⋅ ⋅ ⋅
π

 =  

1 8 16 16 32
2 65 65 65 65

4
65

π π π πηµ συν συν συν

πηµ

⋅ ⋅ ⋅
 =

1 16 16 16 32
2 65 65 65 65

8
65

π π π πηµ συν συν συν

πηµ

⋅ ⋅ ⋅
 

1 32 32
2 65 65

16
65

π πηµ συν

πηµ

⋅
 = 

1 64
2 65

32
65

πηµ

πηµ
 = 

64
65

64
65

πηµ

πηµ
 = 65

64
65

πηµ π

πηµ

⎛ ⎞−⎜ ⎟
⎝ ⎠  = 65

πηµ

64
65
πηµ

 = 1
64

 

Ε 

B A 2α 

Η 

Ζ 

∆ 

Γ 

2α 

45° 

χ 

30° 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..   

ΑΒ = ΑΓ = 2α ⇒ 2·4α² = ΒΓ² ⇒ ΒΓ = 2α 2  

Β∆ = ΒΓ = ∆Ε.   ⇒  ΒΕ = 4α. 2 2 22 2 4BE E a= ∆ = ⋅ ⋅ 2

άρα ΓΕ = ΒΕ – ΒΓ = 4α -2α 2  = 2α(2- 2 ) 

Εµικτογρ = ΕτριγΒ∆Ε – Ετοµ =
( )22 2 22 2

2 8

aa π⎛ ⎞
−⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

=
2 28 8

2 8
a aπ

− = ( )2 4a π−  

Β∆ = 2α 2 ,  Ζ∆ = χ, 30ΖΒ∆ = °⇒ ΒΖ=2χ,    

( )BZ
∆

∆ :    4χ2-χ2 = 8α2 ⇒  
2

2 8 2 2 2
3 33
a ax x x= ⇒ = ⇒ =

6a  
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(ΖΗ) = (ΒΖ) – (ΒΗ) ⇒ (ΖΗ)= 4 6 2 2
3
α α−  ⇒ (ΖΗ)= 4 6 6 2

3
α α−

⇒ (ΖΗ) = 

( )2 2 2 3 3

3

a −
 

ΕµικτΗΖ∆ = D
BZ

E Eτοµ
∆
−  ⇒ ΕµικτΗΖ∆ = ( )

0 2

0

2 2 2 6 30 2 2
2 3 360

a a a π⋅
− ⋅

⋅
  ⇒ 

⇒ ΕµικτΗΖ∆ =
2

24 3 1 8
3 12

a aπ−   ⇒ ΕµικτΗΖ∆ = (
2

4 3 2
3
a )π−   ⇒ ΕµικτΗΖ∆ 

= ( )
22 2 3

3
a π−    

2 2
2 2 4 3 24

3 3
Eµτετραπλ

α α πα α π= − − + ⇒ 
2 2

2 4 34
3 3

Eµτετραπλ
α α πα= − −  ⇒ 

( )
2

12 4 3
3
aEµτετραπλ π= − −  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..    

α) ( ) ( )2 22 2 2 2 21 1 2 1 2 1 2x x x x x x x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + ⋅ + + = − + + ⋅ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

   =  = 2 22 2 1 2 2 1x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎦− + ⋅ + +⎣ ⎦ ⎣ ( ) ( )2 22 1 2 2 1 2x x x x⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − ⋅ + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 = ( ) ( )
2 222 1 2x x+ −  = 4 24 4x x+ 21 4x+ −  =  44 1x +  

β) ( ) ( )2 24 24 1 1 1 2x x x x x⎡ ⎤ ⎡+ = − + ⋅ + +⎣ ⎦ ⎣
⎤
⎦  

4 4 4

4 4 4 4

1 1 1 11 3 5 ... 11
4 4 4 4
1 1 1 12 4 6 ... 12
4 4 4 4

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠ =
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ + + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

( ) ( )2 2 2 20 1 2 1+ +
=

( )2 22 3⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 24 3+ ( )2 24 5⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 26 5+ ( )2 2... 18 19⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 220 19+

( )2 21 2

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

+ ( )2 23 3+ ( )2 23 4⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 25 4+ ( )2 25 6⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 27 6+ ( )2 2... 19 20⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ( )2 221 20⎡ ⎤+⎢ ⎥⎣ ⎦

 = 2 2

1 1
441 400 84121 20

= =
++

1  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..    

1a aβ β+ < + ⇒  1 0a aβ β+ − − < ⇒ ( ) ( )1 1a β β 0− − − =  ⇒ ( )  
⇒    ή   

( )1 1a β− − < 0
1 1a και β< > 1 1a και β> <  
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1η περίπτωση       1a β< <  

( )

2

2

12
2 1

1

x x
x

x x

x x x
x

aa
a af x

a a

β β
β ββ β

β
β

β

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⋅ − ⋅ − ⎣ ⎦= =
+ ⎡ ⎤⎛ ⎞

+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

,         0 1a
β

< <  

lim 0
x

x

a
β→∞

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
,     1lim 0

x

x β→∞

⎛ ⎞
=⎜ ⎟

⎝ ⎠
.    Άρα ( )

2
2lim

1x
f x β β

→∞

−
= = −  

1η περίπτωση       1 aβ < <  

( )

2

2

12
2 1

1

x x
x

x x

x x x
x

a a
a aa af x

a
a

a

β β
β β
β β

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⋅ − ⋅ − ⎣ ⎦= =

+ ⎡ ⎤⎛ ⎞+⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦

,         0 1
a
β

< <  

lim 0
x

x a
β

→∞

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

,     1lim 0
x

x a→∞

⎛ ⎞ =⎜ ⎟
⎝ ⎠

.     Άρα ( ) 2lim 2
1 0x

af x a
→∞

= =
+

 

Άρα ( )
2 1

lim
2 1x

a
f x

a
β αν β

αν β→∞

⎧− <
= ⎨

α
<

< <⎩
 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..    

2x ψ+
Νόµος Ηµιτόνων:  ⎛ ⎞

⎜ ⎟   
∆

ΑΒ∆
⎝ ⎠ ( )

5
2ηµχ ηµ χ ψ

Α∆
=

+
 

090 ψ−  Α 
 

Ρ 

∆ 

Γ Β 

ψ  
x

x
ψ

Ε 

5 

∆⎛ ⎞ΓΒ∆⎜ ⎟
⎝ ⎠

 : 
( )( )0

6
180 2ηµψ ηµ χ

∆Γ
=

− + ψ
 5 

3 3 

⇒    
( )

5
2ηµ χ ψηµχ

ηµψ

Α∆
+

=
∆Γ

( )
6

2ηµ χ ψ+

 ⇒ 

5
6
ηµχ
ηµψ

Α∆
=

∆Γ
   (1),   Ορθογώνιο τρίγωνο ( )

∆

ΑΡΓ :  5
5

ηµψ ηµψΑΡ
= ⇒ ΑΡ =  (2) 

( )
∆

ΑΒΡ :  
( ) ( )0

5 5
ˆ 90

5
ηµχ ηµχ ηµχ συν χ ψηµ ηµ χ ψ
ΑΡ ΑΡ ΑΡ

= ⇒ = ⇒ =
+Ρ + +

 

( )
∆

ΑΒΕ : 3ˆ
5

συνΒ =    ⇒  5 25
3 3
5

A ηµχ
ηµχ
ΑΡ

= ⇒ Ρ =  (3) 

(2) ∧ (3) ⇒ 255
3

ηµψ ηµχ=  ⇒ 3
5

ηµχ
ηµψ

=  (4),    (1) ∧  (4)  ⇒ 5 3
6 5

Α∆
= ⋅

∆Γ
⇒ 

1
2

Α∆
=

∆Γ
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΕΠΑΡΧΙΑΚΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΠΑΦΟΥ   

“ΑΝ∆ΡΕΑΣ ΧΑΤΖΗΘΕΟΡΗΣ”   Β΄ ΚΑΙ Γ΄ ΛΥΚΕΙΟΥ 

 ∆εκέµβριος 2002                                                                                  ∆ιάρκεια 3 ώρες 

Επιµέλεια: Ευθύβουλος Λιασίδης – Χριστόδωρος Παπασάββας  

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα: 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  ∆ίνεται ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆. Φέρουµε τρεις παράλληλες ευθείες που 
περνούν από τις κορυφές Β, Γ και ∆ έτσι που η µεσαία παράλληλη να απέχει από τις 
άλλες δύο 5 cm και 7 cm. Να βρεθεί το εµβαδό του τετραγώνου. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  α) Αν Α + Β + Γ = 90°.   Να βρεθεί η τιµή της παράστασης:  
( ) ( ) (  συν συν συν )

συν συν συν συν συν συν
Α −Β Β−Γ Α−Γ

+ +
Α⋅ Β Β⋅ Γ Α ⋅ Γ  

β) Να λυθεί η εξίσωση 2  3 6( 3)x x x x+ + = +  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  (α) Σε ένα τετράγωνο ΑΒΓ∆ πλευράς 2 2cm  

µε κέντρο Α  και ακτίνα ίση µε 2 2cm  εγγράφουµε τε-
ταρτοκύκλιο. Με διάµετρο τη ΒΓ εγγράφουµε ηµικύκλιο 
µέσα στο τετράγωνο. Να υπολογιστεί η διαφορά 1 2Ε −Ε . 

β) Σε τρίγωνο ΑΒΓ Μ, Ν είναι τα µέσα των πλευρών του 
ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα. Αν Ο είναι ένα σηµείο εντός του τρι-

γώνου ΑΒΓ µεταξύ της ΜΝ και ΒΓ, έτσι ώστε το εµβαδόν του  να είναι 8 cm² ΟΜΝ

και το εµβαδό του 18 cm² να υπολογιστεί το εµβαδό του τριγώνου ΑΒΓ. ΟΒΓ

2

1

Ε

Ε

χ

ψ

ΓB

A ∆

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  α) Να αποδείξετε ότι ο αριθµός 
622 1α  = + διαιρείται ακριβώς µε τον 

αριθµό  β) Να αποδείξετε ότι ο αριθµός  διαιρείται 31 162 2β = + +1  22 24 10n n+ −
ακριβώς µε το 18 για κάθε .  n∈

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  Ένας κύκλος έχει διάµετρο ΑΒ. Το Χ είναι σταθερό σηµείο πάνω στην 
ΑΒ µεταξύ των Α και Β. Ένα σηµείο Γ διαφορετικό από τα Α και Β βρίσκεται πάνω 
στον πιο πάνω κύκλο. Να αποδείξετε ότι ανεξάρτητα από τη θέση του Γ ο λόγος  

( ) 
(

εφ
εφ

ΑΓΧ

ΓΑΧ)  παραµένει σταθερός. 
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..   ώκαι ορθογ νιαΒΓΕ Γ∆Ζ

(1)  ΒΓ = Γ∆ (πλευρές τετραγώνου) 

(2)  ( )έ άπλευρ ς κ θετεςΒΓΕ = ∆ΓΖ  

⇒   ΒΓ ⇒ ΓΕ = 5.  Ε = Γ∆Ζ

Άρα  Ε=ΒΓ² = ΒΕ² + ΕΓ² ⇒ Ε = 49 + 25 = 74 cm².  

A

B Γ

∆

7cm

5cm

E

Z

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..   

α)  ( ) 1 ·
· ·

συν συν συν ηµ ηµ εφ εφ
συν συν συν συν

Α−Β Α Β+ Α Β
= =

Α Β Α Β
+ Α Β .  Άρα έστω 

( ) ( ) ( )συν συν συν
συν συν συν συν συν συν

Α−Β Β−Γ Γ −Α
Κ ≡ + +

Α Β Β Γ Γ Α
=1 1 1εφ εφ εφ εφ εφ εφ+ Α Β+ + Β Γ + + Γ Α  

= 3 εφ εφ εφ εφ εφ εφ+ Α Β+ Β Γ+ Γ Α . Αλλά ˆ ˆ ˆ 90Α+Β+Γ = °⇒ ˆ ˆ ˆ90Α+Β = °−Γ  ⇒ 

 ⇒ ( ) (90εφ εφΑ+Β = °−Γ) 1
1
εφ εφ
εφ εφ εφ
Α+ Β

=
− Α Β Γ

 ⇒ 1εφ εφ εφ εφ εφ εφΑ Γ + Β Γ = − Α Β⇒ 

1εφ εφ εφ εφ εφ εφΑ Γ + Β Γ + Α Β =  ⇒ Κ=3+1=4  δηλαδή 
( ) ( ) ( )  4συν συν συν

συν συν συν συν συν συν
Α−Β Β−Γ Α−Γ

+ +
Α⋅ Β Β⋅ Γ Α⋅ Γ

=  

β)  2  3 6( 3)x x x x+ + = + . Θέτω 3x t+ =  ⇒ ( )3, 0x t≥ − ≥  2 2 6x tx t+ = + ⇒ 
2 2

1,2
24

12
x x xt ± +

=  = 5 | |
12

x x± ,   

για χ > 0 ⇒ 1,2
5 2

12
3

x
x xt

x ίαπορρ πτεται

±
=

−
⇒ 3

2
xx + = ⇒ 

2

3
4
xx + =  ⇒ 

 2 4 12 0x x⇒ − − = ( ) ( )1 26 , 2 .x ή xδεκτ απορ= −⇒ =  

Για  ⇒ [ 3,0)x∈ − 1,2
5 3

12 .
2

x ή
x xt

x

δεκτ

απορ

−
=
∓  ⇒ 

2

3
9
xx + =  ⇒ 2 9 27x x 0− − =  ⇒  

1 2
9 189 9 189 9 3 21.,

2 2 2
x ήαπορ χ δεκτ+ − −
= = =  
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ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  (α)  

2

1

Ε

Ε

χ

ψ

ΓB

A ∆

( )

( ) ( )

2

1 1

2

2

2 2

2 2
2

4

2
2 2 8

2

π
ψ ψ π

π
ψ ψ π

⎫
⎪Ε + = ⇒ Ε + = ⎪
⎬
⎪
⎪Ε + = − ⇒ Ε + = −
⎭

 ⇒ 

( )1 2 2 8π πΕ −Ε = − − ⇒ 1 2 3 8πΕ −Ε = −  

(β)  8 ², 18 ²cm cmΟΜΝ ΟΒΓΕ = Ε =

1 1
1 · 8
2
β υΕ = = ,  2 2

1·2 · 18
2

β υΕ = =  ⇒ 

1 2· 16, · 18β υ β υ= =  ⇒ ( )1 2 34β υ υ+ =  ⇒ 

( )1 22υ υ υ= +  ⇒ ( )1 22 ·21·2 ·
2 2

β υ υ
β υ

+
Ε = =  ⇒ 

( )1 22 2·34 6 cmβ υ υΕ = + = ⇒ Ε = 8 ²   
2β

β
υ

1υ

2

1

Ε

Ε

ΝΜ

ΓB

A

Ο

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..   

(α) ( ) ( )( )262 62 31 31 31 32 31 16 31 162 1 =2 2·2 1 2·2 2 1 2 2 1 2 2 1 2α = + + + − = + − = + − + +  

(β) 22 24 10 1n n ί 8διαιρε ται µε το+ −  
      Για η = 1 ⇒ 2² + 24 – 1 = 18 διαιρείται  µε το 18 δηλ. Ισχύει για n = 1 
      Έστω ότι ισχύει για n = κ δηλ. 22 24 10 18·κ κ ρ+ − =   (1) 
      Θέλω να αποδείξω ότι ισχύει για ν = κ + 1 δηλ. ( )2 22 24 1 10 18·κ κ µ+ + + − =  

Απόδειξη  πολλαπλασιάζω την (1) επί 4 ⇒ ( )2 2 22 2 24 10 2 ·18·κ κ ρ+ − = ⇒ 

⇒ 2 2
12 96 40 18·κ κ ρ+ + − = 2 2

12 24 24 10 72 54 18·κ κ κ ρ+ + + − + − = ⇒ 
 ( )2 2

1 22 24 1 10 18· 72 54 18· . . .κ κ ρ κ ρ+ + + − = − + = ο ε δ

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..   

( ) ( ),εφ εφ∆Χ ∆Χ
ΑΓΧ = ΓΑΧ = ⇒

∆Γ Α∆
 

( )
( )

εφ

εφ

∆Χ
ΑΓΧ Α∆∆Γ= =

∆Χ ∆ΓΓΑΧ
Α∆

 ∆

Α Β
Ο

Γ

Χ

∆Χ // ΓΒ Από το θεώρηµα του Θαλή (ή µε οµοιότητα τριγώ-

νων) ⇒ Α∆ ΑΧ
=

∆Γ ΧΒ
 άρα  

( )
( )

ό
εφ

σταθερ
εφ

ΑΓΧ Α∆ ΑΧ
= =
∆Γ ΧΒΓΑΧ

.  
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΛΥΚΕΙΟΥ  “Ζήνων” 

 

Μάρτιος 2003                                                                                          ∆ιάρκεια 3 ώρες 

Επιµέλεια : Ανδρέας Σχοινής – Σάββας Αντωνίου 

Να λυθούν όλα τα προβλήµατα. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Να λυθεί η εξίσωση: . 100 100x 2 = 100(xψ -1)ψ+ −

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  ∆ίδεται το οξυγώνιο τρίγωνο ΑΒΓ. Συµβολίζουµε µε Η' το συµµετρικό 
του ορθόκεντρου Η ως προς άξονα συµµετρίας την πλευρά ΒΓ του τριγώνου. Αν 
το έγκεντρο του τριγώνου ισαπέχει από τα σηµεία Α και Η' να δείξετε ότι: 
συνΒ+συνΓ =1. 

(Ορθόκεντρο είναι το σηµείο τοµής των υψών του τριγώνου και έγκεντρο είναι το  
σηµείο τοµής των διχοτόµων του). 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  ∆ίδεται το τετράπλευρο ΑΒΓ∆ το οποίο είναι περιγεγραµµένο περί κύ-
κλο (Κ , R). Συµβολίζουµε µε Ε , Ζ, Η και Θ τα σηµεία επαφής των πλευρών ΑΒ, 
ΒΓ, Γ∆ και Α∆ αντίστοιχα  µε το κύκλο. Να δείξετε ότι οι διαγώνιες ΑΓ και Β∆ 
του τετραπλεύρου και τα ευθύγραµµα τµήµατα ΕΗ και ΖΘ περνούν από το ίδιο 
σηµείο. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Αν κ
1 1 1Η = 1 + + + ... +
2 3 κ

 µε . Χρησιµοποιώντας τη µέθο-

δο της τέλειας επαγωγής να δείξετε ότι:  

κ = 1, 2,3,...

2
1

2ν

ν
Η ≥ +  . 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  Να βρεθούν όλες οι συναρτήσεις  µε την ιδιότητα:       : →f
( ) ( ) ( ) 2003 ψψ ψ ++ ≥ ⋅ ≥ xf x f x f   για όλες τις πραγµατικές τιµές των  και x ψ . 

Προτεινόµενες λύσεις: 

Πρόβληµα 1. Πρώτα παρατηρούµε ότι: 
100 100 98 0

100
xx ψψ + +

= >  

Εποµένως οι αριθµοί x και ψ είναι οµόσηµοι. Η εξίσωση µπορεί να γραφεί ως ακο-

λούθως: 
100 100

100 1001001 1 1 ... 1 1 1 ... 1
100

x xψ ψ+ + + + + +
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅  

(το πλήθος των µονάδων είναι 98). 

Αυτό σηµαίνει ότι ο αριθµητικός µέσος των αριθµών   είναι ίσος 
µε το γεωµετρικό µέσο των ίδιων αριθµών. 

100 100, ,1,1,1,...,1x ψ  
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Άρα 100 100 1 1 1x x ή xψ ψ ψ= = ⇒ = = = = −  (έχουµε x

µα 2.

ψ>0). 

Πρόβλη   του τριγώνου ΑΒΓ  

’ Η΄ ανήκει στο περιγεγραµµένο κύ

ΙΗ ⎫
Ο

Α∆ ⊥ ΒΓ , ΒΕ ⊥ ΑΓ ,  Η το ορθόκεντρο

∆Η=∆Η κλο. ⇒  

και 
'
⇒ΟΙ ⊥ ΑΗ⎬ΟΑ = Η ⎭

 
'ΙΑ =

και  ΟΙ ΒΓ ⇒ ΟΜ = ΙΤ  

ρ ρΙΤ = ⇒ ΟΜ =  

Αλλά 2
2

Rκαι συνΑΗ
ΟΜ = ΑΗ = ⋅ Α  

4
2 2 2

R

R R

ρ ηµ

ηµ ηµ ηµ συν

Α⇒
Α Β Γ

⋅ ⋅ ⋅ = Α
 

⇒ =

4
2 2 2

ηµ ηµ ηµ συνΑ Β Γ
⇒ ⋅ ⋅ = Α

Λήµµα

 

 180Α + Β + Γ =  

22 1
2 2

συν συν συν συν συν ηµ2
2

Α+Β Α−Β Γ
⇒ Α+ Β+ Γ = ⋅ + −

22 1 2
2 2 2

συν συν συν ηµ συν ηµΓ Α − Β Γ
⇒ Α + Β + Γ = ⋅ + −  

1 2 ( )
2 2 2

Ο

Β Γ∆

Η '

Ε

Η Ι

ΜΤ

Α
Ζ

συν συν συν ηµ συν συνΓ Α − Β Α Β
⇒ Α + Β + Γ = + ⋅ −  +

1 2 2
2 4 4

συν συν συν ηµ ηµ ηµΓ Α − Β + Α + Β Α + Β − Α + Β
⇒ Α + Β + Γ = + ⋅ ⋅  

1 4
2 2 2

συν συν συν ηµ ηµ ηµΓ Α Β
⇒ Α + Β + Γ = + ⋅ ⋅  

(1)
1συν συν συν συν⇒ Α + Β + Γ − = Α  1συν συν⇒ Β+ Γ =  

Πρόβληµα 3. Φέρουµε τις ΑΓ και ΕΗ οι ποίες τέµνονται στο . Τα τρίγωνα 

έχουν τις κατακορυφή γωνίες εις το Ο ίσες.  

 ο  Ο

καιΑ ΕΟ ΓΗΟ  

( )

( )

(1)ΑΕΟ

ΓΗΟ

Ε ΑΟ ⋅ ΕΟ
⇒ =

Ε ΓΟ ⋅ΗΟ
.  
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Ο

∆Α

Β

Επειδή ΒΕΟ= ΓΗΟ  (εφαπτόµενες και χορδή σχηµατίζουν 

ο) και ισοσκελές τρίγων 2 έορθ ςΒΕΟ+ΑΕΟ =  

2 έ
Γ

Η

Ζ

Θ

Ε

ορθ⇒ ΓΗΟ+ΑΕΟ = ς  ( )

( )

(2)ΑΕΟ

ΓΗΟ

Ε ΕΟ ⋅ ΕΑ
⇒ =

Ε ΗΟ ⋅ΗΓ
 

(1) (2)
(3)

∧ ΑΟ ⋅ ΕΑ ΑΟ ΕΑ
⇒ = ⇒ =

ΓΟ ⋅ΗΓ ΓΟ ΗΓ
 ⋅ ΕΟ ΕΟ

⋅ ΗΟ ΗΟ

Αν τώρα υποθέσουµε ότι η ΘΖ τέµνει την ΑΓ σε 

άλλο σηµείο ′Ο  θα έχουµ  κατά όµοιο τρόποε  (4)
′ΑΒ ΑΘ
=

′ΓΟ ΓΖ
.  Αλλά ΑΘ=ΑΕ και 

ΓΖ=ΓΗ 
(3) (4)∧ ′ΑΟ ΑΟ ′⇒ = ⇒ Ο ≡

′ΓΟ ΓΟ
 Ο

 Ο την ΕΗ και ΖΘ. Κατά τον ίδιο 
ερνά από το ίδ -

σερις ευθείες συγκλίνουν. 

Πρόβληµα 4.

Άρα η διαγώνιος ΑΓ περνά από το κοινό σηµείο
τρόπο αποδεικνύεται ότι και η διαγώνιος Β∆ π ιο σηµείο. Άρα οι τέσ

 
0

 Για 0 120 21 1
2

⎬
+ = ⎪⎭

12 00 1ύν ισχ ει
Η = Η ⎫

⎪= ⇒ Η = Η ≥ +  

∆εχόµαστε ότι είναι αληθής για ν κ=  δηλαδή 
2

1
2κ

κ
Η ≥ +  

Θα δείξουµε ότι ισχύει για 1ν κ= +  δηλαδή 12

11
2κ

κ
+

+
Η ≥ +  

12

1 1 1 1 11 ... ...κ κ κ κ+Η = + + + + + +
1

2 3 2 2 1 2 2 2 2κ κ+ +
+ + +

 

12

1 1 1 11 ...κ κ κ+Η = + + + + + +
1 1...

2 3 2 2 1 2 2 2 2κ κ κ

↓

+ +
+ + +

 

1 12 2

1 1 1 1... 1 ...
2 1 2 2 2 2 2 2 1 2κ κ κ κ κ κ κ

1
κ

κ
+ +Η = Η + + + + ≥ + + + +

+ + + +

το πλήθος των 1

1 1,...,
2 1 2κ κ ++

 είναι 2κ .  Ο πιο µικρός από αυτούς είναι ο 1

1
2κ +  

Εποµένως  1 1 1 1

2

1 1 1 1 1 1... ... 2
2 1 2 2 2 2 2 2 2

όκ

κ
κ κ κ κ κ κ

ροι

1

1
κ+ + + ++ + + ≥ + + + = ⋅

+ +
 +

1 12

1 11 2 1 1
2 2 2 2 2κ

κ
κ

1
+ +

κ κ κ +
Η ≥ + + ⋅ = + + = +  
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Πρόβληµα 5. Παρατηρούµε ότι . 

Τότε

 ( ) 2003 0xf x x≥ > ∀ ∈

 2003 2003 2003log ( ) log ( ) log ( ) ,f x f x f x xψ ψ ψ ψ+ ≥ + ≥ + ∀ ∈  

Συµβολίζουµε . Έτσι έχουµε: : 2003( ) log ( )g x f x=

( ) ( ) ( ) ,g x g x g x xψ ψ ψ ψ+ ≥ + ≥ + ∀ ∈ . 

Για 0 : (0) 2 (0) 0 (0) 0x έ g g gψ πεται= = ≥ ≥ ⇒ =  

Για 0 : ( )έ g x x x Rψ πεται= ≥ ∀ ∈   

Για : (0) ( ) ( ) 0x έ g g x g xψ πεται= − ≥ + − ≥  

Άρα

ι όµως g x x g x x x⇒ − ≥ − ⇒ ≤ ∀ ∈  

 όµως έχουµε αποδείξει ότι . Έτσι υποχρεωτικά  

. 

 

 

 

 ( ) ( ) 0 ( ) ( )g x g x g x g x+ − = ⇒ − = −  

Είνα ( ) ( )g x x x− ≥ − ∀ ∈  ( )

Ήδη   ( )g x x≥

2003( ) log ( ) ( ) 2003xg x x x f x x f x x= ∀ ∈ ⇒ = ⇒ = ∀ ∈
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ    ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ  ΓΙΑ ΤΗΝ  Γ’  ΓΥΜΝΑΣΙΟΥ 

«ΕΥΑΓΟΡΑΣ ΠΑΛΛΗΚΑΡΙ∆ΗΣ» 

Φεβρουάριος 2003                    ∆ιάρκεια: 3 ώρες 

Επιµέλεια: Μάριος   Ευσταθίου - Παντελής    Ζαµπυρίνης 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα: 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  α) Αν α β και α(β≠ 2+1)= β(α2+1) να βρείτε την τιµή του γινοµένου αβ . 

β) Αν το α είναι µια λύση της εξίσωσης x5 - 02 =   να βρείτε την τιµή της παρά-

στασης: Α=(α-1) (α10 +α11 +α12+ α13 +… +α29 ) 

γ) Αν α=  22003  +2 -2003   και β=   22003 - 2 -2003  να δείξετε ότι: α2 - β2 = 4 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  α) Να απλοποιήσετε την παράσταση:     Α  = 232222

223

34
6

xxx
xxx

βαββα
αββαα
+−

−−  

β) Να µετατρέψετε σε γινόµενο   παραγόντων την  παράσταση:   

Α  =  α(γ+β)(γ-β) +β(α+γ)(α-γ) - γ(α-β)(α+β) 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  ∆ίνεται τραπέζιο ΑΒΓ∆  µε Α̂ = ∆̂ =900,  ΑΒ>∆Γ και τέτοιο ώστε η δια-

γώνιος ΑΓ να είναι κάθετη  στη ΒΓ. Αν (ΒΓ) =10 cm   και   (AB) - (∆Γ)=8 cm, να 

υπολογίσετε     την περίµετρο και το εµβαδό του τραπεζίου. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Αν  Α=   1+ 22
1 + 23

1 +
24

1 + 25
1 +

26
1 + 27

1 + 28
1 …   και 

       Β=   1+
23

1 + 25
1 +

27
1  +

29
1 +

211
1 +…  να  δείξετε ότι:    

3
4

=
Β
Α  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  ∆ίνεται  παραλληλόγραµµο   ΑΒΓ∆  µε   και  (ΑΒ)=2(ΒΓ) . 

Από το µέσο  Μ της Γ∆  φέρουµε κάθετη    ΜΕ στη  διαγώνιο   Β∆  ( Ε το σηµείο 

τοµής  ) . Να δείξετε ότι:  (∆Μ)·(ΜΒ) = 2(ΜΕ)·(Β∆)  . 

0120ˆ =Α
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ  ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..   

α)   α(β2+1)= β(α2+1)  αβ⇒ 2+α-βα2-β=0  ⇒αβ(β-α)-(β-α)=0⇒ (β-α)(αβ-1)=0 

αβ=1 αφού α⇒ ≠ β 

β)  Το α  λύση ⇒   α5= 2     

(α-1) (α10 +α11 +α12+ …  +α29 )=α11+α12+α13+…   +α29+α30-(α10+ α11+α12+α13+…   +α29)  

=  α30-α10=(α10)3-α10= 23-2=6 

γ)   α2- β2=(α+β)(α-β)=(22003+2 -2003+22003-2 -2003)( 22003+2 -2003-22003+2 -

2003)=2.220032.2 -2003 =4  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  (α)  Α  = =
+−

−−
)34(

)6(
222

22

βαββ
ββ

ax
aaax

)3)((
)2)(3(

2 βββ
ββ

−−
+−

aax
aaax =

)(
)2(

ββ
β

−
+
ax

aa  

β)  Α  =  α(γ2-  β2) +β(α2-γ2) - γ(α2-β2) = αγ2- α β2 +βα2-βγ2 - γα2+γβ2 = 

( αγ2- γα2)-(βγ2-βα2) + ( γβ2- α β2 )=αγ(γ-α )-β (γ2-α2)+β2(γ-α)=(γ-α)(αγ-βγ-βα+β2)= 

(γ-α) [ ])()( βββγ −−− aa =(γ-α)(α-β)(γ-β). 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..   

(ΑΓ)2=(Α∆)2+(Γ∆)2⇒ (ΑΓ)2=62+χ2             ( 1 ) 

6 10 6 

χ 

Α χ Ε Β 

Γ ∆ 
(ΑΓ)2=(ΑΒ)2-(ΓΒ)2⇒  (ΑΓ)2=(χ+8)2-102     ( 2 )  

Από (1)Λ(2) ⇒ (χ+8)2-102=62+χ2⇒x2+16x+64-100 = 

36+x2   ⇒    x=
2
9 =4,5 

8 

Περίµετρος = (ΑΒ)+(ΒΓ)+(Γ∆)+(∆Α) = 12,5+10+4,5+6 = 33cm.   

Εµβαδό =  51
2

6).5,45,12(
=

+   cm2
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ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..   

Α=   1+ 22
1 + 23

1 +
24

1 + 25
1 +

26
1 + 27

1 + 28
1 …= Β+ 22

1 +
24

1 +
26

1 + 28
1 +… = 

Β+ 22
1 (1+ 22

1 + 23
1 +

24
1 + 25

1 +
26

1 + 27
1 + 28

1 +…   )  =   Β+
4
1 Α⇒  

  Α-
4
1 Α = Β⇒ BA =

4
3

⇒
3
4

=
B
A  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..   

0120ˆ =Α ⇒ 060ˆ =Γ∆Α   ⇒ το τρίγωνο ∆ΜΑ  ισόπλευρο (ΑΜ)=(∆Μ)    (1) ⇒

το τρίγωνο ΒΓΜ  είναι ισοσκελές  αφού  (ΜΓ)=(ΓΒ) 30⇒ == 22
ˆˆ BM 0      (2) 

( Λ( ) Α)60ˆ 0
1 =M 0

2 30ˆ =M ⇒ M̂ Β=900⇒   το 

τρίγωνο ΑΜΒ είναι ορθογώνιο.  Το τρίγωνο    

ΑΒΜ    έχει εµβαδό   

Ε1=
2

))(( MZAB =
2

))(( MBAM  =
2

))(( MBM∆ ∆ 

2 

2 1 
Μ

Α Ζ Β 

Γ 

Ε 

 (3) 

Το τρίγωνο    ∆ΒΜ    έχει εµβαδό   Ε2=
2

))(( MZM∆ =
2

))(( MEB∆  (4) 

Αφού (ΑΒ)=2(∆Μ) Ε1=2Ε    ⇒  2⇒

2
))(( MBM∆ =2

2
))(( MEB∆
⇒  (∆Μ)·(ΜΒ) = 2(ΜΕ)·(Β∆)   
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ  ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ  ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
ΠΑΓΚΥΠΡΙΟΣ ∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ 

Α΄ΛΥΚΕΙΟΥ 

 “ΠΕΤΡΑΚΗΣ ΓΙΑΛΛΟΥΡΟΣ” 

Φεβρουάριος,  2003            ∆ιάρκεια 3 ώρες 
 

Επιµέλεια: Χρ. Παπαχριστοδούλου – ‘Ολγα Παπαγιάννη 

Να λυθούν όλες οι ασκήσεις 
 

1. Ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΓ=ΒΓ) έχει κορυφή Α(2, 3).  Το ύψος του Β∆ έχει 

εξίσωση χ - 7ψ + 9 = 0 και η διάµεσος του ΓΜ έχει εξίσωση 2χ + ψ - 2=0.  Να 

βρείτε τις συντεταγµένες των κορυφών Β και Γ. 

2. Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ µε =Α̂ 120° και (ΑΓ) = 2.(ΑΒ).  Κατασκευάζουµε έξω 

από αυτό τα τετράγωνα ΑΒ∆Ε και ΑΓΖΗ.  Να δείξετε ότι τα σηµεία  ∆, Ε, Η 

βρίσκονται στην ίδια ευθεία. 

3. (α) Να λύσετε το σύστηµα:   χ + ψ - 2 ψχχψ −=  

5=+ ψχ  

 (β) Αν Α = ( )3412
2
1

−−− νν  είναι ακέραιος αριθµός, να αποδείξετε πως ο 

αριθµός Α είναι τέλειο τετράγωνο ακεραίου αριθµού όπου ν φυσικός αριθµός. 

4. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ = ΑΓ) δίνεται =Α̂ 120° και τα σηµεία  ∆, Ε της ΒΓ 

ώστε Β∆ = ∆Ε = ΕΓ.  Να αποδείξετε ότι °. 90ˆ =ΓΑ∆

5. (α)   Να λύσετε την εξίσωση :  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+
χ

χ
χ

χ 141
2

2 10 = 0. 

(β)   Να αποδείξετε ότι ο αριθµός Α, όπου Α = 24 νν −  διαιρείται δια 12 για κάθε 

φυσικό αριθµό ν (ν∈Ν), όπου ν  2. ≥
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 
 
ΑΣΚΗΣΗ 1 

λΓΜ= -2.  Η ΓΜ είναι διάµεσος και ύψος άρα λΑΒ= 
2
1 . 

 

χ-7ψ+9=0

2χ+ψ-2=0

∆

Μ

Γ

Α(2,3) Β
 

 

Εξίσωση ΑΒ : ψ= 
2
1  χ +β ⇒3 = 2(

2
1 ) + β ⇒ β=2  

ΑΒ: ψ= 
2
1 χ + 2 ⇒ 2ψ - χ = 4.       Εξίσωση ΑΒ : 2ψ - χ = 4 

Εξίσωση Β∆ : χ - 7ψ = -9  ⇒ χ= - 2, ψ = 1, Β ( -2, 1 ),     λΒ∆ = 
7
1  ⇒ λΑΓ = -7 

Εξίσωση ΑΓ:ψ= - 7χ + β ⇒3 = - 7 (2) + β ⇒ β= 17 ,   ⇒ ψ = - 7χ + 17 

Εξίσωση ΑΓ:  ψ= - 7χ + 17,    Εξίσωση ΓΜ : 2χ + ψ - 2 = 0  ⇒  

χ= 3, ψ= -4,  Γ( 3, -4) 

 
ΑΣΚΗΣΗ 2 

Φέρουµε την ΗΗ΄⊥ΑΒ.    60° (παραπληρωµατική της 120°) ⇒ 30° =Α1
ˆ =Α 2

ˆ

ΑΗΗ΄τρίγωνο : ΗΗ΄=
2

AH  (απέναντι των 30°) ⇒ ΗΗ΄=
2

AΓ =ΑΒ ⇒ΗΗ΄=//ΕΑ 

⇒ ΕΗΗΆ είναι ορθογώνιο ( παραλληλόγραµµο και µια ορθή γωνία) ⇒ 
Α Η=90°. (1) Ê
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60° 30°

2
1

120°

60°

H'

Ζ

Η

∆

E

ΓB

A

 
 

Όµως η ∆ Α =90° (ΕΑΒ∆ τετράγωνο) (2) Ê
Από (1) και (2) η ∆ Η = 180°  ⇒ ∆, Ε, Η είναι συνευθειακά. Ε̂

 
 
ΑΣΚΗΣΗ 3 
(α) χ + ψ -2 χψ = χ  - ψ   ⇒ ( χ  - ψ )2 = χ  - ψ  

     ⇒ ( χ  - ψ )2 - ( χ  - ψ ) = 0 

     ⇒ ( χ  - ψ - 1) ( χ  - ψ )=0 

 χ  - ψ = 1   ή χ  - ψ =0 

 χ  + ψ =5    χ  + ψ =5 

 χ =3 ⇒ χ=9   χ  = ψ =
2
5  

 ψ =2⇒ ψ=4   χ= ψ= 
4
25  

 

(β)  Α= )3412(
2
1

−−− νν  

Ο 2ν-1 είναι περιττός  άρα 34 −ν  είναι περιττός και 4ν-3 τετράγωνο περιττού. 
4ν-3 = (2κ + 1)2 ⇒ 4ν + 3 = 4κ2 + 4κ + 4 ⇒ ν = κ2 + κ + 1 

Α = 
2
1 ( 2κ2 + 2κ + 2 - 1 - 2)34( −ν  )=  … = κ2   
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ΑΣΚΗΣΗ 3Α 

 χ+ψ -2 =χψ ψχ −  ⇒ ( ) ( ) 2
22
−+ ψχ =χψ ψχ −  

⇒ ( ) =−
2

ψχ ψχ − ⇒ ( )2ψχ −  - ψχ −  = 0 

⇒ ( ψχ − ) ( ψχ −  - 1) = 0  

⇒ ψχ − = 0,   ψχ − = 1  

ψχ + =5  ψχ + = 5 

χ =3 ⇒ χ = 9 χ = ψ = 
2
5  

ψ = 2 ⇒ψ=4  χ=ψ = 
4
25  ,   ⇒   Λύσεις: (9 , 4)  (

4
25 ,

4
25 ) 

 
ΑΣΚΗΣΗ 3Β 

Α= ( )3412
2
1

−−− νν  

Ο αριθµός 2ν-1 είναι περιττός αριθµός άρα και ο αριθµός 34 −ν πρέπει να είναι 
περιττός.  Κατά συνέπεια ο αριθµός 4ν - 3 πρέπει να είναι τετράγωνο περιττού αριθµού. 
4ν-3 = (2κ+1)2 ⇒ 4ν-3 = 4κ2 + 4κ + 4 ⇒ ν = κ2 + κ + 1 

Α= ( )3412
2
1

−−− νν  = ( ) )121222(
2
1 22 +−−++ κκκ = … = κ2

 
ΑΣΚΗΣΗ 4 

Μ 

Ζ Ε ∆ 
Γ Β 

Α 

Η 
 

 
Από το µέσο Μ της ΑΓ φέρω την ΜΖ ⊥ΑΓ και το ύψος ΑΗ. 

Στο τρίγωνο ΑΗΓ:  = 30°, Γ̂ Η̂ = 90°⇒ ΑΗ = 
2
ΑΓ =ΑΜ ⇒ ΑΗΜ είναι 

ισόπλευρο 

Στο τρίγωνο ΓΜΖ:   ΜΖ=
2
ΓΖ  ( Γ̂ = 30°, Μ̂ = 90°) 

ΜΖ=ΗΖ =
2
ΓΖ ( τριγωνο ΗΜΖ ισοσκελές, Ε Μ=Ε =30°).   Άρα ΗΖ = Ĥ HM̂

3
ΗΓ  

Όµως ΗΕ = 
22
ΕΓ

=
∆Ε  ⇒ ΗΕ= 

3
ΗΓ  ⇒  Ζ και Η συµπίπτουν. 

Άρα ΜΕ µεσοκάθετος της ΑΓ 
 Ε µέσο του Γ∆              ⇒    ΜΕ// Α∆ ⇒  90ˆM̂ =ΜΑ∆= °
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ΑΣΚΗΣΗ 5A 

χ2 + −2

1
χ

4 ( χ + 
χ
1 ) - 10 = 0  (1) 

Θέτω χ + 
χ
1 = α ⇒ (χ + 

χ
1 )2= α2 ⇒ χ2 + 2

1
χ

+2 =α2 ⇒ χ2 + 2

1
χ

= α2 - 2 

Αντικαθιστώ στην (1) 
 α2 -2 - 4α - 10 = 0 ⇒ α2 - 4α - 12 = 0  
⇒ (α - 6 ) ( α + 2) = 0 
⇒ α = 6   ή   α = -2 

χ + 
χ
1 = 6    χ + 

χ
1 = - 2 

χ2 -6χ + 1=0    χ2 + 2χ + 1 = 0 
2232,1 ±=χ    χ = -1 (διπλή ρίζα) 

 
ΑΣΚΗΣΗ 5Β 

 
Α = ν4 - ν2 = ν2 ( ν2 - 1 ) = ν2 ( ν - 1) ( ν + 1) = ν [(ν -1). (ν) . (ν+1)] 

(α)   Αν ν = άρτιος τότε  οι ν-1 και ν+1 αριθµοί είναι περιττοί και το γινόµενο δυο 

διαδοχικών περιττών διαιρείται µε το 12. 

(β)   Αν ν= περιττός τότε οι αριθµοί ν-1 και ν+1 είναι ζυγοί και το γινόµενό τους 

διαιρείται µε το 12. 

 

121Μαθηματικό Βήμα 2003



ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 

∆ΙΑΓΩΝΙΣΜΟΣ ΕΠΙΛΟΓΗΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ ΓΙΑ 

ΒΜΟ – ΙΜΟ 2003 

Μάρτιος 2003 Χρόνος: 4 ώρες 

Επιµέλεια: Γρηγόρης Μακρίδης, Πέτρος Πέτρου 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Να βρεθούν όλοι οι ακέραιοι αριθµοί λ, οι οποίοι διαιρούµενοι µε το 7 
δίνουν υπόλοιπο 5, ενώ, διαιρούµενοι µε το 13 δίνουν υπόλοιπο 4.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Έστω . Να αποδειχθεί ότι: 0 , ,a b c< 1<
3

3

3
1 1 1 1

a b c ab
a b c abc
+ + ≥

− − − −
c  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Να βρεθούν όλα τα πολυώνυµα Π(χ) του µικρότερου δυνατού βαθµού µε 
τις παρακάτω ιδιότητες: Α)  Ο συντελεστής της µεγαλύτερης δύναµης του χ είναι 
200.  Β)  Ο συντελεστής της µικρότερης δύναµης του χ για την οποία ο συντελε-
στής δεν είναι µηδέν, είναι 2.   Γ)  Το άθροισµα όλων των συντελεστών να είναι 4.  
∆)  Π(-1) = 0.  Ε)  Π(2)=6.  Στ)  Π(3) = 8.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  ∆ίνεται η ακολουθία 11, 32, 54, 78, 106, 142, 194, ... . Να βρεθεί ο µε-
γαλύτερος από τους όρους µιας υποακολουθίας, της πιο πάνω ακολουθίας, για την 
οποία ο κάθε όρος της είναι µικρότερος από το άθροισµα των δύο αµέσως προη-
γούµενων του όρων.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  Αν ΑΒ, ΒΓ, Γ∆ είναι τρεις διαδοχικές χορδές κύκλου (Κ,R) µε µήκος λ η 
κάθε µία από αυτές, να υπολογιστεί η απόσταση των µέσων των ΑΒ και Γ∆ συ-
ναρτήσει των λ και της ακτίνας R του κύκλου.  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  7 5, 13 4 7 5 13 4 7 13 1λ χ λ ψ χ ψ χ ψ= + = + ⇒ + = + ⇒ − = − . Οι α-
ριθµοί 7 και -13 είναι πρώτοι µεταξύ τους . Η εξίσωση 7 13 1χ ψ− = −  έχει ακέραι-
ες λύσεις διότι 1 / -1. Μια προφανής λύση είναι η ( ) ( )0 0, 2,χ ψ 1= − − . Πράγµατι 

. Όλες οι ακέραιες λύσεις για τα χ, ψ δίνονται από 
τους τύπους : 
( ) ( )7 2 13 1 14 13 1− − − = − + = −

2 13 , 1 7 , .t t tχ ψ= − − = − − ∈  Οπότε 
,  

 ,     
( )7 2 13 5 14 91 5 91 9t tλ = − − + = − − + = − −t

t( )13 1 7 4 13 91 4 91 9t tλ = − − + = − − + = − − t∈  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  . Το 0 , ,a b c< 1<
1

a
a−

 θυµίζει το άθροισµα άπειρων όρων φθίνουσας 
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Γ.Π. ⇒ 
1

| | 1
1

n

n

a a
a

µε α
∞

=

= <
− ∑ , λόγο λ = α και πρώτο όρο τα α.  

Οµοίως 
1

| | 1
1

n

n

b b b
b

µε
∞

=

= <
− ∑ ,  

1
| | 1

1
n

n

c c c
c

µε
∞

=

= <
− ∑  ⇒ 

( )

( ) ( )

3

1 1 1 1 1

3
3

3
1

3
1 1 1

33
1

n n n n n n n n

n n n n n

n

n

a b c a b c a b c a b c
a b c

abcό Cauchy abc
abc

νισ τητα

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

= = = = =

∞

=

+ + = + + = + + ≥
− − −

Α = =
−

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑

n

 

30 1, 0 1, 0 1 0a b c abc< < < < < < ⇒ < <1  λόγος φθίνουσας Γ.Π. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Από ο (Γ) ⇒ Π(1)=4.  

Επίσης  Π(-1) = 0 = 2(-1) +2 

 Π(1) = 4 = 2·1 + 2 

 Π(2) = 6 = 2·2 + 2   (2·χ + 2) 

 Π(3) = 8 = 2·3 + 2  

Μπορούµε να ορίσουµε πολυώνυµο Q(x) ώστε Qx) = Π(x) + 2x + 2 για το οποίο 
θα ισχύει  Q(x) = (x+1)(x-1) (x-2)(x-3) R(x) ,  Q(x) = Π(x) + 2x + 2 ⇒ 
Π(x)=Q(x)+(2x+2).  

Εφόσον το Π(χ) θέλουµε να είναι του µικρότερου δυνατού βαθµού τότε και  το 
R(x) θα πρέπει να είναι του µικρότερου δυνατού βαθµού.  

Αν R(x) είναι βαθµού 0 τότε R(x) = 200 εφόσον ο συντελεστής της µεγαλύτερης 
δύναµης του Π(x) είναι 200. Αλλά Π(0) = (1)(-1)(-2)(-3)200+(2·0+2) = -1200 + 2 = 
-1998 ≠ 2 που αντίκειται στην υπόθεση (3) 

Το R(x) θα πρέπει να είναι βαθµού τουλάχιστον 1. Εφόσον ο συντελεστής της µε-
γαλύτερης δύναµης του Π(x) είναι 200 τότε το R(x)  θα πρέπει να είναι ης µορφής 
R(x) = 200x + λ.  ⇒   Ρ(0) = 1(-1)(-2)(-3)(λ) + 2 = 2 - 6λ. 

Εξετάζουµε δύο περιπτώσεις (1) Αν η µικρότερη δύναµη για την οποία ο συντελε-
στής του Π(x) δεν είναι 0, ισούται µε 0, είτε 2 – 6λ =2 ή λ = 0. Σε αυτή την περί-
πτωση:  Π(x) = (x+1)(x-1)(x-2)(x-3)200x + 2x + 2 = 200x5-1000x4 + 1000x² - 
1198x + 2 ∆εκτή λύση. 

(2) Αν η µικρότερη δύναµη για την οποία ο συντελεστής του Π(x) δεν είναι 0, δεν 

ισούται µε 0, τότε 2-6λ=0 ή λ = 1
3

. Σε αυτή την περίπτωση ο γραµµικός συ-
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ντελεστής πρέπει να ισούται µε 2 (µε βάση την προϋπόθεση Β.                                 

(-1200 + 5
3

 + 2)x = 3589
3

− x ≠ 2x ⇒  

Η λύση   Π(x) = (x+1)(x-1)(x-2)(x-3)200x + 2x + 2 είναι η µόνη λύση  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Παρατηρείται ότι: 

1

2

3

4

5

6

7

11 1·10 1
32 3·10 1
54 5·10 1
78 7·10 1
106 9·10 1
142 11·10 1
194 13·10 1

x
x
x
x
x
x
x

= = +
= = +
= = +
= = +
= = +

= = +
= = +

 

Οι αριθµοί 1,3,5,7,9,  ... είναι διαδοχικοί 
όροι Αριθµητικής Προόδου µε πρώτο όρο 
το 1 και διαφορά 2 

( )1 ( 1) 1 1 2 2aν α ν δ ν ν 1= + − = + − = − . 
Οι αριθµοί 1, 2, 4, 8, 16, 32, ... είναι δια-
δοχικοί όροι Γεωµετρικής Προόδου µα 
πρώτο όρο τι 1 και λόγο 2 ⇒ 

1 1
1 1·2 2ν ν

να α λ 1ν− − −= = =

Άρα ο νος όρος της ακολουθίας θα είναι:  
 ( ) 1 1 12 1 ·10 2 20 10 2 2 20 10x ν ν ν

ν ν ν− − −= − + = − + = + −ν

Σύµφωνα µε το ζητούµενο θα πρέπει 1 2x x xν ν ν− −< + ⇒ 

( ) ( )1 2 32 20 10 2 20 1 10 2 20 2 10ν ν νν ν ν− − −+ − < + − − + + − −  ⇒ 
3 2 32 20 10 2 2 20 20 10 20 40 1ν ν νν ν− − −+ − < + + − − + − − 0ν ⇒

0

 
1 2 32 2 2 20 7ν ν ν ν− − −− − < − ⇒ 2 2 2 20 70

2 4 8

ν ν ν

ν− − < − ⇒ 2 20 70
8

ν

ν< −    (1)  

Εξετάζω για ποιες τιµές του ν αληθεύει η ανισότητα (1) 

ν=1  1 20 70
8
< −  ∆εν αληθεύει 1 11x =  

ν=2  1 40 70
2
< −  ∆εν αληθεύει 1 32x =  

ν=3  1 60 70< −  ∆εν αληθεύει 1 54x =  
ν=4  2 80 70< −  Αληθεύει 1 78x =  
ν=5  4 100 70< −  Αληθεύει 1 106x =  
ν=6  8 120 70< −  Αληθεύει 1 146x =  
ν=7   Αληθεύει 16 120 70< − 1 184x =  
ν=8   Αληθεύει 32 140 70< − 1 278x =  
ν=9   Αληθεύει 64 180 70< − 1 428x =  
ν=10   Αληθεύει 128 200 70< − 1 702x =  
ν=11  Αληθεύει 256 220 70< − 1 1234x =  
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Θα πρέπει να αποδείξουµε ότι για 11ν ≥  δεν αληθεύει 2 20 70
8

ν

ν< −   

δηλαδή 2 20 70 11
8

ν

ν ν> − ∀ ≥ . 

∆ια ν=11⇒ Α.Μ. = 
11

82 2 256
8

= = ,    Β.Μ. = 20·11-70 = 220 – 70 = 150 αληθής.  

∆εχόµαστε ότι ισχύει  για ν = κ ≥ 11 δηλαδή 2 20 70
8

κ

κ> − .  

Θα δείξουµε ότι ισχύει για ν = κ +1 δηλ. ( )
12 20 1 70 20 50 ;

8

κ

κ κ
+

> + − = −  

Απόδειξη: ( )
12 2 ·2 20 70 ·2 2·20 140

8 8

κ κ

κ κ
+

− > − = − = 20 20 50 90κ κ+ − −  

 ,  ( ) ( )20 50 10 2 9 20 50κ κ= − + − > −κ 11κ ≥ .  
Άρα ο µεγαλύτερος όρος που αληθεύει είναι όταν το ν = 10 ⇒ 

. 9
10 2 20·10 10 702x = + − =

Απόδειξη ότι 2 70 20 , 11
8

ν

ν ν+ > ∀ ≥  (Μια πιο πλήρης απόδειξη) 

∀  φυσικό  αληθεύει ότι 1κ ≥ ( )32 2 1κ κ− ≥    (α)  

Για κ=1  Α.Μ.: ,   Β.Μ.: 1   αληθεύει  3 12 (2 1) 8− =

∆εχόµαστε ότι ισχύει κ=λ ⇒  ( )32 2 1λ λ− ≥   (β) και θα δείξουµε ότι αληθεύει για 
κ=λ+1.  
Από τη σχέση  ⇒ ( )32 2 1κ κ− ≥ ( )42 2 1 2κ κ− ≥  ή 4 42 2 2κ κ+ ≥ +  ή ⇒ 

 ή 

42 16 2κ κ+ ≥ +
42 15 2κ κ+ ≥ + 42 7 22 2κ κ+ + ≥ +   (γ) 

Επειδή 11ν ≥  και 11κ ≥  θέτουµε 11κ ν= −  οπότε η (γ) γίνεται 

 ή ( )72 7 22 2 1ν ν− + > + − 1 72 7 2ν ν− + >  ή 7

2 2 7
2

ν

ν> −  ή ( )4
3

2 2 2 7
2

ν

ν> −  ή 

( )2 16 2 7
8

ν

ν> − ⇒ ( )2 10 2 7 20 70
8

ν

ν ν> − = −  ή 2 70 20
8

ν

ν+ >  

 
ΠΠρρόόββλληηµµαα  55..  Επειδή ΑΒ = ΒΓ = Γ∆ = λ ⇒ ΑΒΓ∆ είναι ισοσκελές τραπέζιο εγγε-

γραµµένο σε κύκλο (K,R). ΒΓ //Α∆ ⇒ Αν Μ το µέσο της ΑΒ και Ν µέσο της Γ∆ η 

ΜΝ θα είναι διάµεσος ⇒ ( ) ( ) ( )
2 2

x xλΒΓ + Α∆ +
ΜΝ = = = Α∆ . 

Προσδιορισµός του x . Φέρνω της διάµετρο ΒΒ΄. Στο ορθογώνιο τρίγωνο ΒΑΒ΄, 

( )0' 90BAB = ,   ⇒ ( ) ( ) ( )2 2 2' 'AB AB BB+ = ( )2 2 2' 4AB R λ= −  ⇒ 

( ) 2 2' 4AB R λ= − .   ⇒ οι χορδές ΑΓ και ΒΒ΄ (διάµε-
τρος) τέµνονται κάθετα και διχοτοµεί η µια την άλλη.  

' 'ΑΒ = ΒΓ⇒ ΑΒ = Β Γ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )'
1 1 1· ·2 ·
2 2 4 2

΄ R A R AΑΒΒ

ΑΓ
Ε = ΒΒ = Γ = Γ  
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( ) ( ) ( ) 2 2
'

1 1· ' · · 4
2 4

Rλ λΑΒΒΕ = ΑΒ ΑΒ = −  

⇒ ( ) 22R A R 2λ λΓ = − ⇒ 
2 24RA

R
λ λ−

Γ =   (1)  

Θεώρηµα Πτολεµαίου. ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )· · ·AΓ Β∆ = ΑΒ Γ∆ + ΒΓ Α∆  ⇒ 

2 2 2 24 · 4 · ·R R
R R
λ λλ λ λ λ− − = + λ Α∆⇒ ( )

2
2 2 2

2 4 ·R
R
λ λ λ λ− = + Α∆  ⇒ 

( )2 2
2 2A R

R
λ λ λ∆ = − −  ⇒ 

( )2 2

2

4 2R R
R

λ λ λ− −
Α∆ =  ⇒ 

2 3

2

4 2R R
R

λ λ λ− −
Α∆ =  

⇒ 
2 3

2

3 RA
R

λ λ−
∆ =  

[ ]
2 2 2 3 2

2 2

1 1 3 1 3
2 2 2

R R RMN A B
R R

λ λ λ λ λλ
⎡ ⎤ ⎡− −

= ∆ + Γ = + =⎢ ⎥ ⎢
⎣ ⎦ ⎣

⎤+
⎥
⎦

 ⇒ 

2 3

2

1 4
2

RMN
R

λ λ−
= ⇒ 

2 2

2

4
2
R

MN
R

λ λ⎡ ⎤−⎣ ⎦=  
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
 ∆ιαγωνισµός Επιλογής Μαθηµατικών  για µαθητές κάτω των 15,5 ετών 

"Ευκλείδης" 

Απρίλιος  2003 Χρόνος: 4 ώρες 

Επιµέλεια: Ανδρέας Φιλίππου – Θεόκλητος Παραγυιού 

Να λυθούν τα πέντε προβλήµατα 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Αν α, β, γ, πραγµατικοί αριθµοί και ισχύει η σχέση 

( )4 4 4 2 2 2 2 2 2 2α β γ α β β γ γ α αβγ α β γ+ + + + + = + +  να δείξετε ότι  α = β = γ.  

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), η γωνία   και το 

ύψος του ΑΕ. Άν Μ εσωτερικό σηµείο του τριγώνου ΑΒΓ τέτοιο ώστε  

και  και  η ΜΒ τέµνει το ύψος ΑΕ στο σηµείο ∆ να αποδείξετε: 

ˆ 80oA =

30ΜΒΓ = °

10ΜΓΒ = °

(α) Το τρίγωνο Β∆Α και Μ∆Γ είναι ίσα.  (β)  Η γωνία ΑΜΓ είναι 70° 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι αριθµοί χ, ψ  

(χ,ψ>0)  οι οποίοι να είναι λύση της εξίσωσης  .  3 3 1331χ ψ− =

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Στο εσωτερικό ενός τετραγώνου µε πλευρά 10 παίρνουµε 51 σηµεία. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα τρίγωνο µε κορυφές  3 σηµεία  από τα δο-

σµένα 51 σηµεία, του οποίου τα εµβαδόν να είναι µικρότερο ή ίσο του 2.  

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) µε πλευρές τις ΑΓ και ΑB 

κατασκευάζουµε δύο ισόπλευρα τρίγωνα 
∆

ΑΚΒ ,  ΄
∆

ΑΓΚ  αντίστοιχα  εκτός του τριγώ-

νου ΑΒΓ. Αν Ζ, Ι, ∆, Ε, Μ και Ν  είναι τα µέσα των τµηµάτων ΑΚ, ΑΚ΄, ΚΚ΄, ΒΓ, ΑΒ 

και ΑΓ αντίστοιχα να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΜΝ είναι ισόπλευρο.  

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 1. Αν α, β, γ, πραγµατικοί αριθµοί και ισχύει η σχέση 

( )4 4 4 2 2 2 2 2 2 2α β γ α β β γ γ α αβγ α β γ+ + + + + = + +  να δείξετε ότι  α = β = γ.  
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ΛΥΣΗ  

4 4 4 2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2α β γ α β β γ γ α α βγ αβ γ αβγ+ + + + + − − − = 0  

( ) ( ) ( )4 2 2 2 4 2 2 2 4 2 2 22 2 2α β γ α βγ β α γ αβ γ γ α β αβγ⇒ + − + + − + + − = 0  

( ) ( ) ( )2 22 2 2 0α βγ β αγ γ αβ⇒ − + − + − =
2

0

0

 

2 2 20 0ή ήα βγ β αγ γ αβ⇒ − = − = − =  

προσθέτοντας  κατά µέλη τις τελευταίες σχέσεις έχουµε:  

( ) ( ) ( )

2 2 2 2 2 2

2 2 2

0 2 2 2 2 2 2

0

α β γ βγ αγ αβ α β γ βγ αγ αβ

α β β γ γ α α β γ

+ + − − − = ⇔ + + − − − =

⇒ − + − + − = ⇒ = =
 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 2. Σε ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ), η γωνία   και το ύψος 

του ΑΕ. Άν Μ εσωτερικό σηµείο του τριγώνου ΑΒΓ τέτοιο ώστε 

ˆ 80oA =

30ΜΒΓ = °  και 

 και  η ΜΒ τέµνει το ύψος ΑΕ στο σηµείο ∆ να αποδείξετε:  (α) Το τρί-

γωνο Β∆Α και Μ∆Γ είναι ίσα.  (β)  Η γωνία ΑΜΓ είναι 70°. 

10ΜΓΒ = °

ΛΥΣΗ 

∆

EΒ Γ

Μ

ΑΑπό τα δεδοµένα του προβλήµατος  έχουµε:  

Γωνία  ΑΒΜ=20°, Γωνία ∆ΜΓ=40° , Γωνία Β∆Γ=120°. 

Τα τρίγωνα Β∆Α και Α∆Γ είναι ίσα άρα  γωνία 
ΑΓ∆=20° και εποµένως  Γωνία ∆ΓΜ=20°. 

(α) Επειδή  Β∆=∆Γ , Α∆ =κοινή πλευρά και 
 τα τρίγωνα Β∆Α 

και Μ∆Γ είναι ίσα . 
120∠Β∆Α = ∠Μ∆Γ =

(β)Εποµένως το τρίγωνο ΑΜΓ είναι ισοσκελές και άρα η γωνία ΑΜΓ=70°.  

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 3. Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχουν θετικοί ακέραιοι αριθµοί χ, ψ  

(χ,ψ>0)  οι οποίοι να είναι λύση της εξίσωσης  .  3 3 1331χ ψ− =
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ΛΥΣΗ    .   ( )( )3 3 2 2 11x y x y x xy y− = − + + = 3

Άρα  0<y<x   και  x y−  διαιρεί το 11   και έχουµε τις παρακάτω περιπτώσεις : 3

  (α) 1x y− =           ,       (β) 2 2 11x xy y+ + = 3 11x y− =          2 2 11x xy y+ + = 2

  (γ)         ,        (δ)        211x y− = 2 2 11x xy y+ + = 311x y− = 2 2 1x xy y+ + =  

από τις  (β) ,(γ) και (δ)  έχουµε:  άτοπο. 2 2 2 211 11 11x x x xy y> ⇒ > ⇒ + + > 2

Από  την (α) 1x y⇒ = +  και άρα  

 
( ) ( )

( )

2 2 3 2 2 2

2

1 1 11 2 1 11

3 3 1330 3 1 1330

y y y y y y y y y

y y y y

+ + + + = ⇒ + + + + + =

⇒ + = ⇒ + =

3

Άρα  το 3 δεν διαιρεί το 1330 και εποµένως δεν υπάρχει λύση στους θετικούς ακε-

ραίους  

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 4. Στο εσωτερικό ενός τετραγώνου µε πλευρά 10 παίρνουµε 51 σηµεία. 

Να αποδείξετε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα τρίγωνο µε κορυφές  3 σηµεία  από τα 

δοσµένα 51 σηµεία, του οποίου τα εµβαδόν να είναι µικρότερο ή ίσο του 2.  

ΛΥΣΗ 

Αν χωρίσουµε το αρχικό τετράγωνο σε 25 τετράγω-

να πλευράς  2 , τότε χρησιµοποιώντας την αρχή  της 

περιστερωνοφωλιάς θα υπάρχει τουλάχιστον ένα 

τετράγωνο πλευράς 2 που περιέχει τουλάχιστον 3 

από τα  δεδοµένα 51 σηµεία. Άρα  το εµβαδόν του 

τριγώνου είναι µικρότερο ή ίσο µε 1 2
2

2 2⋅
∆ Γ

A B

= . 

ΠΡΟΒΛΗΜΑ 5. ∆ίνεται ισοσκελές τρίγωνο ΑΒΓ (ΑΒ=ΑΓ) µε πλευρές τις ΑΓ και ΑB 

κατασκευάζουµε δύο ισόπλευρα τρίγωνα 
∆

ΑΚΒ ,  ΄
∆

ΑΓΚ  αντίστοιχα  εκτός του τρι-

γώνου ΑΒΓ. Αν Ζ, Ι, ∆, Ε, Μ και Ν  είναι τα µέσα των τµηµάτων ΑΚ, ΑΚ΄, ΚΚ΄, 

ΒΓ, ΑΒ και ΑΓ αντίστοιχα να δείξετε ότι το τρίγωνο ∆ΜΝ είναι ισόπλευρο.  
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ΛΥΣΗ 

Λ

IΖ

ΝΜ

∆ K΄Κ

ΕΒ Γ

Α

 

Το τρίγωνο ΑΚΚ΄  είναι ισοσκελές  το   ∆  µέσο της ΚΚ΄  άρα  ΄Α∆ ⊥ ΚΚ , επίσης  

60 60+∠ΜΑ∆ = +∠ΝΑ∆⇒∠ΜΑ∆ = ∠ΝΑ∆ .Άρα τα τρίγωνα Α∆Μ και Α∆Ν είναι  

ίσα και εποµένως  Μ∆=∆Ν.(1) 

Προεκτείνουµε την ΜΚ΄ έτσι ώστε ΜΛ=ΜΚ.Άρα  ΑΚΛΒ  παραλληλόγραµµο και επο-

µένως  ΑΚ=ΒΛ=ΑΒ και  ΒΚ=ΑΓ   επίσης  ΄∠ΛΒΜ = ∠ΜΑΚ  άρα τα τρίγωνα ΚΛΒ 

και ΑΒΓ  είναι ίσα και εποµένως   ΚΛ=ΒΓ. 

Επειδή 
//

2

//
2

ΚΛ⎫∆Μ = ⎪⎪⇒ ∆Μ = ∆Ν⎬ΒΓ⎪ΜΝ =
⎪⎭

 (2).   Από  τις (1) και (2)  το τρίγωνο  ∆ΜΝ είναι 

ισόπλευρο. 
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ΕΒ∆ΟΜΗ ΒΑΛΚΑΝΙΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΟΛΥΜΠΙΑ∆Α JBMO 

( ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΚΑΤΩ ΤΩΝ 15,5 ΕΤΩΝ )  -   ΣΜΥΡΝΗ   

Ιούνιος 2003 

Επιµέλεια: Ευθύβουλος Λιασίδης – Ανδρέας Σαββίδης 

Να λυθούν όλα τα προβλήµατα        Χρόνος: 4 ½ Ώρες 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Ένας n θετικός ακέραιος. Ένας αριθµός Α έχει 2n ψηφία, από τα οποία 
είναι το 4 και ένας αριθµός Β έχει n καθένα από τα οποία είναι το 8. Να αποδείξετε 
ότι ο αριθµός Α + 2Β + 4 είναι τέλειο τετράγωνο.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Υποθέτουµε ότι υπάρχουν n σηµεία ενός επιπέδου, ανά τρία µη συνευ-
θειακά, µε την ακόλουθη ιδιότητα: αν τα ονοµάσουµε Α1 , Α2 , . . . Αn , µε οποιαδή-
ποτε σειρά, η τεθλασµένη γραµµή Α1  Α2  . . . Αn δεν τέµνει τον εαυτό της. Να 
βρείτε τη µεγαλύτερη δυνατή τιµή πουν µπορεί να πάρει αριθµός n. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Έστω κ ο περιγεγραµµένος κύκλος του τριγώνου ABC. Θεωρούµε τα 
τόξα AB , BC , CA  έτσι ώστε C AB∉ , A BC∉  και B CA∉ . Έστω D, E και F τα 
µέσα των τόξων BC , CA  και AB , αντίστοιχα. Έστω G και H τα σηµεία τοµής DE 
µε τις CB και CA, αντίστοιχα και I, J τα σηµεία τοµής της DF µε τις BC και BA 
αντίστοιχα. Συµβολίζουµε τα µέσα των GH και IJ µε Μ και Ν, αντίστοιχα.  

α) Να βρείτε τις γωνιές του τριγώνου DMN συναρτήσει των γωνιών του τριγώνου 
ΑΒΓ   

β) Αν Ο είναι το κέντρο του περιγεγραµµένου κύκλου του τρίγωνου DMN και Ρ 
είναι το σηµείο τοµής των AD και EF να αποδείξετε ότι τα σηµεία Ο, Ρ, Μ και Ν 
βρίσκονται πάνω στον ίδιο κύκλο.  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Αν οι  x, y, z είναι πραγµατικοί µεγαλύτεροι του -1, να αποδείξετε ότι:  

2 2 2

2 2

1 1 1 2
1 1 1

χ ψ ω
ψ ω ω χ χ ψ
+ + +

2+ + ≥
+ + + + + +

 

ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Οι αριθµοί Α και Β γράφονται ως εξής: 

2

2 1 2 2 10 1
4 (10 10 ... 10 1) 4

10 1

n

n n− − −
Α = ⋅ + + + + = ⋅

−
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1 2 10 1
8 (10 10 ... 10 1) 8

10 1

n
n n− − −

Β = ⋅ + + + + = ⋅
−

 

     Τότε η παράσταση Α+2Β+4 γίνεται, 

2 24 16 42 4 (10 1) (10 1) 4 (10 1 4 10 4 9)
9 9 9

n n n nΑ + Β + = ⋅ − + ⋅ − + = ⋅ − + ⋅ − +

2
2 24 4 2(10 4 10 4) (10 2) (10 2)

9 9 3
n n n n⎡ ⎤= ⋅ + ⋅ + = + = +⎢ ⎥⎣ ⎦

 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Παρατηρούµε ότι οι συνθήκες του προβλήµατος ικανοποιούνται για 3 µη 
συνευθειακά σηµεία. Αν στο επίπεδο των τριών σηµείων ορίσουµε και τέταρτο 
σηµείο θα  έχουµε τις εξής περιπτώσεις: 

Ι) Τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι κορυφές κυρτού τετραπλεύρου ΑΒΓ∆. Τότε 
όµως  οι διαγώνιες  ΑΓ και Β∆ θα τέµνονται, αυτό όµως αντίκειται στην υπόθεση.    

ΙΙ) Τα τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ είναι κορυφές µη κυρτού τετραπλεύρου. Τότε 
µπορούµε να παρατηρήσουµε ότι οι συνθήκες του προβλήµατος ικανοποιούνται µε 
όποια σειρά και αν φέρουµε την τεθλασµένη γραµµή που συνδέει τα 4 σηµεία. 

 

 

 

    α)                                                                       β) ΑΒ∆Γ 

Β Α 

Γ 

∆ 

 

                                   
∆ 

Γ ΑΒΓ∆ 

Β Α 

         γ)                                                                 δ)  

 

 

 

 
∆ 

Γ 

Β 

ΑΓΒ∆ ΑΓ∆Β 

Β Α 

Γ 

∆ 

Α 
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ε)       Στ) 

Α∆ΓΒ 

Α 

Γ 

Β 

 

Α∆ΒΓ 

Β Α 
Γ  

 

 ∆ 

Είναι αρκετό τώρα να δείξουµε ότι αν έχουµε πέντε σηµεία στο ίδιο επίπεδο τότε τα 
τέσσερα θα είναι κορυφές κυρτού τετραπλεύρου οπότε σύµφωνα µε την παρατήρηση 
(Ι) δεν θα ικανοποιούνται οι συνθήκες του προβλήµατος. Στο εσωτερικό τριγώνου Α∆Β 
λαµβάνουµε σηµείο Γ και φέρουµε τις ευθείες ΑΓ, ΒΓ και ∆Γ 

∆ 

∆ 

Γ

Β 

Α 

Ε9   

Ε7   

Ε8   Ε10 

      

Ε11 
Ε12   

Ε6 

     

Ε5   

   
Ε4

Ε1    

 
Ε3

Ε2   

 

 

 

 

 

 

 

Ένα πέµπτο σηµείο Ε µπορεί να ορισθεί σε µια από τις 12 περιοχές που έχει χωρισθεί 
το επίπεδο του τριγώνου Α∆Β. Τότε θα έχουµε τα ακόλουθα 12 κυρτά τετράπλεύρα 
Ε1ΑΓΒ,  Ε2∆ΓΑ, Ε3∆ΓΑ, Ε4ΒΓ∆, Ε5ΒΓ∆, Ε6ΑΓΒ, Ε7Α∆Γ, Ε8ΓΒΑ, Ε9∆ΒΓ, Ε10ΓΑ∆, 
Ε11ΒΑΓ, Ε12Γ∆Β. Εποµένως το n δεν µπορεί να πάρει µεγαλύτερη τιµή από το 4. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..   

Στη λύση  φανερώνει το µέτρο του τόξου ή της γωνίας ….                        
α) Έχουµε  

ˆ( ),( ).......DΒ Α
ˆ ˆˆ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )BD DC A CE EA B AF FB C= = = = = =   ⇒  

1 ˆˆ( ) ( )
2

EDF B C= ⋅ + =
ˆ1 ˆ(180 ) 90 ( )

2 2
Α

−Α = −  
ˆˆ

( ) 90 ( ), ( ) 90
2 2

CFED DFE
⎛ ⎞Β

= − = − ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

                

Επίσης .EHA HDA HAD= +   (εξωτερική γωνιά του τριγώνου ). ADH
1 1 1ˆ ˆ( ) ( ) ( ) ( ) (
2 2 2

)EHA AE CD BD CE CZE⇒ = ⋅ + = Α + Β = + = . Άρα το τρίγωνο CH  

είναι ισοσκελές . ( CH ) 

Z

CZ=
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1K

K

O

M

G

P

N

I

J H

D

E

F

A

B C

 

Εφ΄όσον  CF διχοτόµος της γωνιάς το µέσο C M  της βρίσκεται πάνω στη . 
Είναι δε . Άρα 

HZ CF
CM ⊥ HZ ( ) 9EMF 0= ° . Κατά τον ίδιο ακριβώς τρόπο θα Έχουµε 

.  Έτσι τα σηµεία βρίσκονται πάνω σε κύκλο K, µε διάµετρο 

. Άρα 

090( )FNE = , , ,E F N M

EF 0
ˆ

( ) ( ) 90 (
2

DNM DEF )Β
= = −  και 0

ˆ
( ) ( ) 90 (

2
CDMN DFE= = − )  (εξωτερικές 

γωνιές του εγγεγραµµένου EFNM ) 

β) Έχουµε AB EF K∩ =  και AC EF L∩ = . Όπως προηγουµένως στο µέρος (α) θα 

έχουµε: 0( ) ( ) 9APK APL= = 0  και 0 0
ˆ

( ) 90 ( ), ( ) 90 (
2 2
A AFPN EPM= − = − ) .  Άλλα 

ˆ
( ) ( ) 90 (

2
AAKP ALP= = − ) .  Έτσι ΑΓ//ΡΜ και ΑΒ//ΡΝ άρα ( ) ( ) ( )MPN BAC A= = . 

Το τρίγωνο  είναι οξυγώνιο και έτσι το κέντρο Ο του περιγεγραµµένου περί αυτό 

κύκλου βρίσκεται στο εσωτερικό του. 

DMN

0 0
ˆ ˆ( ) 90 ( ) ( ) 180 ( )
2

MDN MON AΑ
= − ⇒ = −  άρα 

( ) ( ) 180MON MPN+ = ° . Εποµένως το τετράπλευρο  είναι εγγράψιµο σε κύ-
κλο. 

OMPN

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..   

Έχουµε 
2

2 2 1( 1) 0 2 1 0
2

yy y y y +
− ≥ ⇒ − + ≥ ⇒ ≥

2 2

22
2

1 1
11 1

2

x x
yy z z

+ +
⇒ ≥

++ + + +
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2 2 2

2 22 2
2 2

1 1 1 1
1 11 11 1

2 2

y y z zΆ
z xz x x yx y

ρα + + + +
≥ ⇒ ≥

+ ++ + + ++ + + +

2

2z

.                                         

Θέτουµε και η προς απόδειξη σχέση γίνεται: 2 21 , 1 , 1a x yβ γ= + = + = +

2 1....(1) , , 0
2 2 2

2 2 2

α β γ α β γ α β γβ γ α γ β α γ β αγ α β
+ + ≥ ⇒ + + ≥ >

+ + ++ + +
               

Θέτουµε Α = 2γ + β, Β = 2α + γ,  Γ = 2β + α.              

Τότε 4 2 4 2 4 2, ,
9 9

α β γΓ + Β− Α Α+ Γ − Β Β+ Α− Γ
= = =

9
 και η  (1) γίνεται: 

4 2 4 2 4 2 9Γ + Β− Α Α+ Γ − Β Β+ Α− Γ
+ + ≥

Α Β Γ
4( ) 15,Γ Α Β Β Γ Α

⇒ + + + + + ≥
Α Β Γ Α Β Γ

, , 0άλλΑ Α Β Γ > 3
. .3 3,( .
. .

Α Β Γ ΑΒΓ
⇒ + + ≥ ⋅ = ΑΜ ≥ ΓΜ

Β Γ Α ΒΓ Α
. )  

4( ) 3 12 15Γ Α Β Β Γ Α
⇒ + + + + + ≥ + =

Α Β Γ Α Β Γ
4 2 4 2 4 2 9 4(Γ + Β− Α Α+ Γ − Β Β+ Α− Γ Γ Α Β Β Γ Α

+ + ≥ ⇒ + + + + +
Α Β Γ Α Β Γ Α Β Γ

) 15≥    

3
. ., , , 0 3 3, ( . . )
. .

άλλ Α Β Γ ΑΒΓ
Α Α Β Γ > ⇒ + + ≥ ⋅ = ΑΜ ≥ ΓΜ

Β Γ Α ΒΓ Α

4( ) 3 12 15Γ Α Β Β Γ Α
⇒ + + + + + ≥ + =

Α Β Γ Α Β Γ
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ΤΙΡΑΝΑ, ΑΛΒΑΝΙΑ 

 

Μάιος 2003                                    Χρόνος:  4 ½  Ώρες  

Επιµέλεια: Ανδρέας Φιλίππου – Θεόκλητος Παραγυιού 

 

Να λυθούν και τα τέσσερα προβλήµατα. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Υπάρχει σύνολο Β µε στοιχεία 4004 διαφορετικούς θετικούς ακεραίους τέ-
τοιο ώστε για κάθε υποσύνολο Α του Β µε 2003 στοιχεία, το άθροισµα των στοιχείων 
του Α να µην διαιρείται από τον αριθµό 2003; 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Έστω ABC  τρίγωνο µε ( ) ( )AB AC≠ και έστω D το σηµείο που η εφαπτο-
µένη του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ABC στο Α τέµνει την ευθεία  BC.Εάν 
Ε,F τα σηµεία των µεσοκαθέτων των τµηµάτων ΑΒ ,AC αντίστοιχα ,έτσι ώστε  BE και 
CF να είναι κάθετες στο ΒC,να αποδείξετε ότι τα σηµεία D,E,F είναι συνευθειακά. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις  για τις οποίες ισχύει: :f Q R→

(i) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y yf x xf y f x f y x y x y+ − − = ⋅ − − + ⋅ , για κάθε ,x y Q∈ . 

(ii) ( ) 2 ( 1) 2f x f x= + + + x , για κάθε x Q∈ . 

(iii) . (1) 1 0f + 〉

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Έστω m,n  σχετικά πρώτοι περιττοί ακέραιοι αριθµοί .Ένα ορθογώνιο 
ABCD µε (ΑΒ)=m  και (ΑD)=n  διαµερίζεται σε m n⋅  µοναδιαία τετράγωνα. Ορίζουµε 
µε  1 2, 3, ,..., kA A A A  τα διαδοχικά σηµεία τοµής της διαγωνίου ΑC µε τις πλευρές των µο-

ναδιαίων τετραγώνων ( 1 , k ).A A A C≡ ≡  Να αποδείξετε ότι:  

( ) ( )
2 21

1
1

1
1

k
j

j J
j

m nA A
m n

−
+

+
=

+
− =

⋅∑  
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ΠΡΟΤΕΙΝΟΜΕΝΕΣ ΛΥΣΕΙΣ 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  11..  Υπάρχει σύνολο Β µε στοιχεία 4004 διαφορετικούς θετικούς ακεραίους τέ-
τοιο ώστε για κάθε υποσύνολο Α του Β µε 2003 στοιχεία, το άθροισµα των στοιχείων 
του Α να µην διαιρείται από τον αριθµό 2003; 

ΛΥΣΗ. 

Η απάντηση είναι ότι υπάρχει Έστω  C να είναι ένα σύνολο µε στοιχεία 2002 διακριτούς 
ακεραίους καθένας από τους οποίους είναι ισότιµος 1mod2003, δηλαδή για κάθε n C∈ ,  

, και έστω  D να είναι ένα σύνολο µε στοιχεία 2002 διακριτούς ακεραί-
ους καθένας από τους οποίους είναι ισότιµος 2mod2003, δηλαδή για κάθε 

1(mod 2003)n ≡
n D∈ ,  

. Ορίζουµε  και θεωρούµε ένα υποσύνολο Α του Β µε 2003 
στοιχεία. Έστω ότι το σύνολο 

2(mod 2003)n ≡ C DΒ = ∪
A D∩  έχει k στοιχεία ,1 2002.k≤ ≤ Τότε το σύνολο 

A C∩  έχει 2003-k στοιχεία. Το άθροισµα των ακεραίων στο Α είναι:  

 ( ) ( ) ( )2 2003 mod 2003 2003 mod 2003 0 mod 2003S k k k≡ + − ≡ + ≠  και άρα το S δεν 
είναι διαιρετό µε το 2003. 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  22..  Έστω ABC  τρίγωνο µε ( ) ( )AB AC≠ και έστω D το σηµείο που η εφαπτο-
µένη του περιγεγραµµένου κύκλου του τριγώνου ABC στο Α τέµνει την ευθεία  BC.Εάν 
Ε,F τα σηµεία των µεσοκαθέτων των τµηµάτων ΑΒ ,AC αντίστοιχα ,έτσι ώστε  BE και 
CF να είναι κάθετες στο ΒC,να αποδείξετε ότι τα σηµεία D,E,F είναι συνευθειακά. 

ΛΥΣΗ. 

Τα τρίγωνα DBE και DCF είναι και τα δύο ορθογώνια και εποµένως είναι αρκετό να 
αποδείξουµε ότι αυτά είναι όµοια ή ισοδύναµα αρκεί να αποδείξουµε την αναλογία: 

                                                       DB BE
DC CF

=   (1) 

Αφού AD είναι η εφαπτοµένη προς τον περιγεγραµµένο κύκλο του τριγώνου ABC έ-
χουµε DAB ACB∠ =∠  και άρα τα τρίγωνα DAB και  DCA είναι όµοια. Άρα έχουµε: 

                          
2 2

2 , (2)DB AB AD DB AB c
DA AC DC DC AC b

⎛ ⎞= = ⇒ = =⎜ ⎟
⎝ ⎠

  

όπου AB c=  και .  Έστω το µέσο Μ της πλευράς  BC.Τότε από το ορθογώνιο 
τραπέζιο ΕΒΜΟ έχουµε ότι: 

C bΑ =
180BEK EOM KBM ABC B∠ = −∠ = ∠ = ∠ = ∠ .Όµοια 

βρίσκουµε ότι: .  Από τα τρίγωνα ΒΕΚ και CLF έχουµε OFC C∠ =∠ cos
2
cBE B =  
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, cos
2
bCF C =    και άρα cos

cos
BE c C
CF b B

= ⋅  (3).  Από  τα τρίγωνα ΟΒΚ και ΟCL έχουµε:  

cos , cos
2 2
b cR B R C= =  και cos (4)

cos
C c
B b
= . Από (3) και (4) βρίσκουµε:  

2

2

BE c c c
CF b b b

= ⋅ =  (5) .Από (2) και (5) αποδεικνύεται η (1) και άρα τα σηµεία D, E, F εί-

ναι συνευθειακά. 

 

ΠΠρρόόββλληηµµαα  33..  Να προσδιορίσετε όλες τις συναρτήσεις :f Q R→  για τις οποίες ισχύει: 

(i) , για κάθε ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x y yf x xf y f x f y x y x y+ − − = ⋅ − − + ⋅ ,x y Q∈ . 

(ii) ( ) 2 ( 1) 2f x f x= + + + x , για κάθε x Q∈ . 

(iii) . (1) 1 0f + 〉

ΛΥΣΗ 

Η συνθήκη  (1) γράφεται : ( ) ( ) ( )f x y x y f x x f y y⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + = + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦   (4) 

Για  
2
xx y= =  στην  (4) έχουµε : ( )

2

0
2 2
x xf x x f⎡ ⎤⎛ ⎞+ = + ≥⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

  x Q∀ ∈ . 

Άρα    και για  ( ) 0f x x+ ≥ 1x =  στην τελευταία  έχουµε: ( )1 1 0f + ≥   όµως από την 

(3)  και άρα  (1) 1 0f + > ( ) 0f x x+ > x Q∀ ∈ .  

Από  την  (2) για   έχουµε :0x = (0) 2 (1) 2f f= +    (5). 
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Η  (1) για   γίνεται: 1, 0x y= = [ ](1) 1 (1) 1 (0)f f f+ = + ⋅  και λόγω της (5) 

Έχουµε: [ ] [ ][ ]2(1) 1 2 (1) 1 (1) 1 2 (1) 1 0f f f f+ = + ⇒ + + =  και λόγω της (3) έπεται ότι 
1(1)
2

f = −  και από την (2) για 0x =  . (0) 1f⇒ =

Παρατηρούµε ότι η  (4) για  έχουµε :y x= [ ]2(2 ) 2 ( )f x x f x x+ = +  

Θα αποδείξουµε ότι επαγωγικά ισχύει: [ ]( ) ( ) nf nx nx f x x+ = +  (6)  x Q∀ ∈  και 
. n N∀ ∈

Πράγµατι:  
[ ] ( ) ( ) [ ] [ ] 1( 1) 1 ( ) ( ) ( ) nf n x n x f nx x nx x f nx nx f x x f x x +⎡ ⎤+ + + = + + + = + + = +⎣ ⎦ , 

. n N∀ ∈

Η σχέση (6) ισχύει και .Θέτουµε όπου n Z −∈ x  το x−  άρα έχουµε:  

( )( ) ( ) ( )
n

f xn n x f x x⎡ ⎤− + − = − + −⎣ ⎦  και για  n−  έχουµε: 

( )( ) ( ) ( )
n

f xn n x f x x
−

⎡− + − = +⎣ ⎤⎦  από τις τελευταίες σχέσεις  αρκεί να δείξουµε ότι:  

( )( )
n

f x x⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ = ( )( )
n

f x x
−

⎡ ⎤+⎣ ⎦  (7). 

Από την (4) για  έχουµε: y = −x

[ ][ ] [ ] 1(0) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f x x f x x f x x f x x −= + − + − ⇒ − + − = +  και άρα 

( )( )
n

f x x⎡ ⎤− + −⎣ ⎦ = ( )( )
n

f x x
−

⎡ +⎣ ⎤⎦  ,εποµένως  ισχύει [ ]( ) ( ) nf nx nx f x x+ = +  , . n Z∀ ∈

Για και 1n = ,mx k
k

= ≠ 0  έχουµε: m m m mf f
k k k k

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 

Άρα  1 1 1 1
m

m mf f m m f
k k k k k k

⎡ ⎤ ⎡⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎣

⎤
⎥
⎦

(8) 
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Για 1x
n

=   η (6) δίνει: [ ]
11 1 1 1(1) 1 (1) 1

n

nf f f f
n n n n

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ = + ⇒ + = +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 και άρα 

  
1

1 1 1
2

n
f

n n
⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  και τελικά  λόγω της  (8) έχουµε για n k=  

1 1 1
2

m
km mf f m m

k k k k
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎡ ⎤+ = + =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦

  άρα  1 1( ) ( )
2 2

x x

f x x f x⎛ ⎞ ⎛ ⎞ x+ = ⇒ = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   , 

.x Q∀ ∈  

ΠΠρρόόββλληηµµαα  44..  Έστω m,n  σχετικά πρώτοι περιττοί ακέραιοι αριθµοί .Ένα ορθογώνιο 
ABCD µε (ΑΒ)=m  και (ΑD)=n  διαµερίζεται σε m n⋅  µοναδιαία τετράγωνα. Ορίζουµε 
µε  1 2, 3, ,..., kA A A A  τα διαδοχικά σηµεία τοµής της διαγωνίου ΑC µε τις πλευρές των µο-

ναδιαίων τετραγώνων ( 1 , k ).A A A C≡ ≡ Να αποδείξετε ότι: 

                                      ( ) ( )
2 21

1
1

1
1

k
j

j J
j

m nA A
m n

−
+

+
=

+
− =

⋅∑  

ΛΥΣΗ. 

Αφού m και n είναι σχετικά πρώτοι χωρίς βλάβη της γενικότητας µπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι m .Λέµε ότι ένα τµήµα n≥ 1p pA A +  είναι πρώτου τύπου αν τα pA και 

1pA +  είναι σηµεία τοµής της ΑC µε τις κάθετες γραµµές του κιγκλιδώµατος .Όταν τα 

pA ή 1pA +  είναι σηµεία τοµής της ΑC µε οριζόντια γραµµή του κιγκλιδώµατος λέµε ότι το  
τµήµα 1p pA A +  είναι δευτέρου τύπου. 

D C 
m=5 
 
n=3 
 
 
(m,n)=1 

            

 

                                                                        

Α Β  

Υπάρχουν  m-1 σηµεία τοµής της ΑC  µε τις κάθετες γραµµές του κιγκλιδώµατος. Αφού 
(m,n)=1 όλα αυτά τα σηµεία είναι διακριτά και άρα η ΑC διαµερίζεται σε m+n-1 τµήµα-
τα. Αφού ο πρώτος όρος του αθροίσµατος έχει πρόσηµο + και  ο m+n-1 είναι περιττός οι 
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θετικοί όροι είναι ένας περισσότεροι από τους αρνητικούς .Παρατηρούµε ότι αν  pA  είναι 
σηµείο τοµής του AC µε οριζόντια γραµµή του κιγκλιδώµατος τότε τα τµήµατα 1p pA A− και 

1p pA A +  είναι του δεύτερου τύπου και αυτά έχουν αντίθετα πρόσηµα . 

Εποµένως τα τµήµατα του πρώτου τύπου που έχουν πρόσηµο +είναι ένα περισσότερα 
από τα τµήµατα του πρώτου τύπου που έχουν πρόσηµο -. 

Άρα τα τµήµατα του πρώτου τύπου συνεισφέρουν στο άθροισµα ακριβώς το µήκος ενός 

τέτοιου τµήµατος το οποίο ισούται µε 
2 2m n
m
+ .   

Για σταθερά  γράφουµε 1, 2,..., 1k n= − kkkm t n r= + ,όπου 0 kn n.< < Τότε τα σηµεία το-
µής της AC µε την οριζόντια γραµµή αριθµού k (δεν µετράµε την ΑΒ) έχουν συντεταγµέ-

νες  ,k
kt

n
⎛ ⎞

+⎜⎜
⎝ ⎠

k ⎟⎟ στο ορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το Α και θετικούς η-

µιάξονες τις ηµιευθείες  που περιέχουν τα ΑΒ και AD.Το σηµείο αυτό είναι το σηµείο µε 
αριθµό Αυτό δείχνει ότι όταν  ο 1.ks k t= + − kk t+ είναι άρτιος τότε το 1s sA A−  έχει πρό-
σηµο – και το 1s sA A + έχει πρόσηµο + και για τον ίδιο λόγο όταν ο kk t+ είναι περιττός  τό-
τε το 1s sA A− έχει πρόσηµο + και το 1s sA A + έχει πρόσηµο -. 

Επιπλέον, παρατηρούµε ότι αν ο είναι άρτιος και ο kr kk t+ είναι άρτιος ενώ αν  ο είναι 
περιττός  και ο είναι περιττός. Πράγµατι ,αν ο k είναι άρτιος τότε ο είναι άρ-
τιος το οποίο σηµαίνει ότι οι αριθµοί και είναι ή και οι δύο άρτιοι ή και οι δύο πε-
ριττοί .Αν ο k είναι περιττός τότε ο 

kr

kk t+ kt n r+ k

k

kr kt

kt n r+ είναι περιττός  το οποίο σηµαίνει ότι αν ο α-
ριθµός είναι άρτιος τότε ο είναι περιττός ενώ αν ο αριθµός είναι περιττός  τότε ο 
είναι άρτιος .Και στις δύο περιπτώσεις οι αριθµοί και 

kr kt kr

kt kr kk t+ είναι ή και οι δύο άρτιοι ή 
και οι δύο περιττοί . 

Από την άλλη µεριά αφού ισχύει (mod )pm qm n≡ ( )modp q n≡ ,ο διατρέχει όλα τα 
υπόλοιπα modn. Εποµένως όταν ο είναι άρτιος τότε  

kr

kr

( )2 2

1 1
k k

s s s s

r n rm nA A A A
m n− +

⎛ ⎞+ −+
− + = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

και όταν ο είναι περιττός  τότε kr
( )2 2

1 1
k k

s s s s

r n rm nA A A A
m n− +

⎛ ⎞− −+
+ − = ⎜ ⎟

⎝ ⎠
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Άρα έχουµε:     ( )
1 1

2 21 2 21
1

1 1 1

4 4 21 1

− −
−

+
+

= = =

⎛ ⎞
+ − − −⎜ ⎟− = + +⎜ ⎟

⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑ ∑
n n

k
j

j J
j s s

m n n s s nA A
m n n

+ =  

2 2 2 211 .+ − +⎛ ⎞= − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

m n n m n
m n mn

 

 

 

 

Η Κυπριακή αποστολή στη Βαλκανική Ολυµπιάδα Μαθηµατικών που έγινε στην Αλβα-
νία τον Μάιο του 2003.  
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  

 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 
 cms@cms.org.cy  , www.cms.org.cy  

 
ΑΙΤΗΣΗ ΕΓΓΡΑΦΗΣ ΓΙΑ ΤΑΚΤΙΚΑ ΜΕΛΗ

(ειδικότητα Μαθηµατικών µόνο) 
 

Ηµεροµηνία αίτησης:   ................ 20....... 
 
Προς το ∆ιοικητικό Συµβούλιο της ΚΥ.Μ.Ε. 

Παρακαλώ να δώσετε την έγκρισή σας για να εγγραφώ ως τακτικό µέλος της ΚΥ.Μ.Ε.  
∆ηλώνω ότι κατέχω τα απαιτούµενα από τα καταστατικό προσόντα και ότι αποδέχοµαι τις  
διατάξεις του. 

                                  Με τιµή 
 
 

                                   (υπογραφή) 
Παρακαλούµε να συµπληρωθούν τα πιο κάτω στοιχεία: 

ΕΠΩΝΥΜΟ: ………………………………………. 
ΟΝΟΜΑ: ………………………………………….. 
ΠΑΤΡΩΝΥΜΟ: ……………………………………                    
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΓΕΝΝΗΣΗΣ: ……………19………..    
ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ: ……………… Α.Κ.Α: ………………………….                  

ΠΤΥΧΙΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ* 
Β.S.           ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: ………......……............……………… 
M.S.            ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: ……………………............……..…… 
Ph.D.        ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: …………………............…………….. 
Άλλο : ……………………….....……………………………………………..............……………… 

∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΟΙΚΙΑΣ 
Αριθµός και οδός : …………...............................................………………………………………….                                 
Πόλη: ……………………………………..      Τ.Τ: …………………             
Χωριό: …………………………………….                          
Τηλέφωνα: ..……………….  / ..………………./ ..……………….       

ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΙΚΗ ΑΠΑΣΧΟΛΗΣΗ 
Ιδιότητα - Βαθµός : ………………………………………….....……………..............……………...                        
Σχολείο –Ίδρυµα  -Υπηρεσία : …………………………....………………..............………………..                   
Χρόνια Εκπαιδευτικής Υπηρεσίας: ∆ηµόσιο Τοµέα: ….............…  Ιδιωτικό Τοµέα: …............…... 

∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΕΡΓΑΣΙΑΣ …………..............……………………………..………………………. 
 
 

Αριθµός αποδ: …………………………… Εγγραφή: £2 / 4 Ευρώ 
Ηµεροµηνία αποδ: ……………………….. Ετήσια Συνδροµή: £10 / 20 Ευρώ 

*Να επισυνάπτουν φωτοαντίγραφα των διπλωµάτων σας 

Μαθηματικό Βήμα 2003
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ΚΥΠΡΙΑΚΗ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΗ ΕΤΑΙΡΕΙΑ 
Στασίνου 36 , Γραφ. 102, Στρόβολος 2003, Λευκωσία  

 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 
 cms@cms.org.cy  , www.cms.org.cy  

 
ΑΙΤΗΣΗ ΕΓΓΡΑΦΗΣ ΓΙΑ ΕΚΤΑΚΤΑ ΜΕΛΗ

(ειδικότητα εκτός Μαθηµατικών ή για Φοιτητές) 
 

Ηµεροµηνία αίτησης:   ................ 20....... 
 
Προς το ∆ιοικητικό Συµβούλιο της ΚΥ.Μ.Ε. 

Παρακαλώ να δώσετε την έγκρισή σας για να εγγραφώ ως έκτακτο µέλος της ΚΥ.Μ.Ε.  
∆ηλώνω ότι κατέχω τα απαιτούµενα από τα καταστατικό προσόντα και ότι αποδέχοµαι τις  
διατάξεις του. 

                                  Με τιµή 
 
 

                                   (υπογραφή) 
Παρακαλούµε να συµπληρωθούν τα πιο κάτω στοιχεία: 

ΕΠΩΝΥΜΟ: ………………………………………. 
ΟΝΟΜΑ: ………………………………………….. 
ΠΑΤΡΩΝΥΜΟ: ……………………………………                    
ΗΜΕΡΟΜΗΝΙΑ ΓΕΝΝΗΣΗΣ: ……………19………..    
ΑΡΙΘΜΟΣ ΤΑΥΤΟΤΗΤΑΣ: ……………… Α.Κ.Α: ………………………….                  

ΠΤΥΧΙΑ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ* 
Β.S.           ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: ………......……............……………… 
M.S.            ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: ……………………............……..…… 
Ph.D.        ΕΤΟΣ:  ……………     ΠΑΝΕΠΙΣΤΗΜΙΟ: …………………............…………….. 
Άλλο : ……………………….....……………………………………………..............……………… 

∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΟΙΚΙΑΣ 
Αριθµός και οδός : …………...............................................………………………………………….                                 
Πόλη: ……………………………………..      Τ.Τ: …………………             
Χωριό: …………………………………….                          
Τηλέφωνα: ..……………….  / ..………………./ ..……………….       

ΕΠΑΓΓΕΛΜΑΤΙΚΗ ΑΠΑΣΧΟΛΗΣΗ 
Ιδιότητα - Βαθµός : ………………………………………….....……………..............……………...                        
Σχολείο –Ίδρυµα  -Υπηρεσία : …………………………....………………..............………………..                   
Χρόνια Εκπαιδευτικής Υπηρεσίας: ∆ηµόσιο Τοµέα: ….............…  Ιδιωτικό Τοµέα: …............…... 

∆ΙΕΥΘΥΝΣΗ ΕΡΓΑΣΙΑΣ …………..............……………………………..………………………. 
 
 
Αριθµός αποδ: …………………………… Εγγραφή: £2 / 4 Ευρώ 
Ηµεροµηνία αποδ: ……………………….. Ετήσια Συνδροµή: £10 / 20 Ευρώ 

*Να επισυνάπτουν φωτοαντίγραφα των διπλωµάτων σας 

mailto:cms@cms.org.cy
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 Τηλ. 22378101,  Φαξ: 22379122 
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